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现在 呈现 在 读者 面前 的 是 本 书 的 第 三 有 版， 这 本 书 曾 在 四 分 之 
一 和 纪 里 在 力所能及 的 范围 内 对 群 论 的 发 展 起 了 促进 的 作用 ， 作 
者 在 1940 年 完成 了 这 本 书 第 一 版 的 工作 ， 第 二 年 进行 了 两 次 六 
Фф 只 是 由 于 战 时 的 情况 , 本 书 被 推迟 到 1944 年 才 得 以 问世 .在 
第 一 版 的 序言 里 一 一 这 个 序言 的 大 部 分 都 摘录 在 后 面 一 一 指出 了 
作者 在 本 书 中 所 致力 的 目标 . 

在 四 十 年 代 ， 一 般 群 论 得 到 莲 勃 的 发 展 ， 在 阿 贝尔 群 的 理论 
方面 ,在 直 积 的 理论 方面 ,在 可 解 群 , 容 零 群 和 具 各 种 有 限 性 条 件 的 
群 的 理论 方面 ,都 取得 了 显著 成 就 ， 由 О. Ю. Шмидт 所 创立 的 苏 
联 群 论 学 派 在 这 个 发 展 中 起 了 很 大 的 作用 特别， 按照 本 书 第 一 
版 学 习 群 论 的 苏联 年 轻 的 代数 学 家 做 了 许多 工作 一 一 应 该 提 一 
下 , 本 书 在 1940 年 的 打字 原稿 保存 在 莫斯科 大 学 数学 力学 系 ， 也 
为 研究 带 来 了 方便 . 

书 的 第 二 版 完成 于 1952 年 ， 而 是 在 1953 年 出 版 的 .这 本 书 
反映 了 五 十 年 代 初 期 群 论 所 达到 的 状态 .从 题材 的 重新 安排 来 看 ， 
从 很 多 新 的 章节 的 增加 来 看 以 及 从 对 于 第 一 版 的 许多 内 容 的 充分 
修改 来 看 ， 这 本 书 实际 上 已 是 一 本 新 书 ， 只 是 由 于 新 书 是 以 旧书 
为 基础 ， 并 且 在 构思 上 与 旧书 非常 接近 ， 才 使 作者 保留 了 旧 的 
书 名 . 

在 此 期 间 , 世界 各 国 相继 出 版 了 本 书 的 译本 ，1953 年 德意志 
民主 共和 国 出 版 了 第 一 版 的 德 文 译本 .了 晚 后 出 版 了 第 二 版 的 一 些 
译本 : 1955 年 出 版 了 匈牙利 文 译 本 ; 1955 和 1956 年 先后 出 版 了 芮 
( 美 ) 文 的 两 卷 译 本 ; 1959 年 出 版 了 罗 乌 尼 亚 文 译本 ;1960 和 1961 
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年 先后 出 版 了 日 文 的 两 卷 译 本 ; 中 文 译本 (第 一 卷 ) 则 在 1964 年 出 
版 的 ， 这 样 就 使 二 书 得 以 参与 世界 上 许多 国家 的 群 论 发 展 . 

五 十 年 代 和 大 十 年 代 前 五 年 是 群 论 取得 进一步 发 展 的 时 期 
多 年 来 ， 甚 至 儿 十 年 来 有 待 解决 的 问题 被 解决 了 。 比 如 我 们 将 提 
到 的 关于 周期 群 的 Burnside 问题 以 及 关于 具有 限 个 定义 关系 的 
群 的 算法 问题 ， 阿 贝尔 群 的 理论 经 受 了 根本 的 改造 ， 在 可 解 群 和 
宕 零 群 的 理论 方面 也 做 出 了 很 多 上 成果。 整个 新 的 方向 形成 了 一 - 
比如 说 , 群 流 形 的 理论 ， 群 类 ( 即 抽象 群 的 性 质 ) 的 理论 , 群 上 运 第 
的 理论 ， 自 同 构 群 和 群 偶 的 理论 .在 群 论 基 础 方面 也 发 生 了 重要 
的 变化 ， 例 如 , 从 算 子 群 过 滤 到 多 重 算 子 群 . 

在 这 一 时 期 ， 关 于 一 般 群 论 研究 的 兴旺 程度 单 从 研究 著作 的 
数量 上 就 足以 说 明 ， 在 本 书 第 二 版 里 所 载 入 的 十 分 完全 的 文献 大 
约 有 五 百 篇 ， 另 一 方面 ,在 完成 第 二 服 以 后 的 若干 年 里 ,关于 一 般 
无 限 群 论 方面 的 论文 ( 即 不 包括 有 限 群 ,置换 群 , 线性 群 ,Lie 群 和 
代数 群 ,拓扑 群 ， 有 序 群 以 及 模 论 等 方面 的 工作 ) 不 下 1300 篇 (其 
中 苏联 作者 的 工作 约 占 三 分 之 一 ). 

近年 来 ， 发 表 了 一 般 群 论 的 某 些 分 支 的 专门 论著 。 这 样 的 专 
门 论著 今后 还 将 会 继续 出 现 ， 这 是 理所当然 的 ， 然 而 ,不 言 而 喻 ， 
与 此 同时 全 面 地 亲人 述 群 的 理论 ， 并 上 且 将 它 作为 统一 的 学 科 而 保存 
着 的 综合 文集 也 是 必要 的 。 这 些 年 来 ， 一 些 带 有 一 般 性 特征 的 书 
在 各 个 国家 出 现 了 。 每 一 本 书 都 有 它 自 己 的 长 处 , 但 遗体 的 是 ,这 
此 书 的 任何 一 本 都 未 能 充分 满足 所 指出 的 要 求 ， 这 就 是 出 版 本 书 
新 版 的 原因 . 

作者 很 清楚 ,实际 上 应 该 写 一 部 新 的 书 ， 但 是 作者 知道 , 在 上 
述 如 此 丰富 的 材料 的 情况 下 , 这 本 书 就 应 该 是 三 卷 集 , 而 作者 已 经 
И ТЕТ. 因此， 这 个 第 三 版 就 有 着 非常 不 
一 般 的 形式 ， 
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这 就 是 ,在 第 三 版 中 ， 以 不 多 的 变化 保留 了 第 二 版 的 全 文 ， К 
正 了 亲 些 不 正确 的 地 方 和 一 些 印刷 上 的 错误 ， 以 及 一 些 不 太 现代 
化 的 符号 ， 重 印 旧书 的 全 文 是 有 道理 的 , 因为 旧书 早已 绝版 ,其 至 
一 些 年 轻 的 苏联 群 论 工作 者 的 家 中 也 没有 这 部 书 . 

印刷 数量 相当 少 的 第 一 版 就 更 是 珍本 了 ， 然 而 ， 正 象 作者 在 
第 二 版 序言 里 所 说 的 那样 : “由 于 不 可 训 免 的 篇 幅 的 扩大 ， 作 者 不 
得 个 将 旧书 的 许多 地 方 完全 删 去 ,有 时 其 至 是 整 节 地 删 去 , 而 这 些 
内 容 过 去 写 入 书 中 并 不 能 认为 是 错误 的 .” 所 以 第 二 版 的 读者 不 目 
一 次 地 要 参看 第 一 版 的 有 关 段 落 ; 并 且 到 目前 其 他 一 些 作者 还 不 
得 不 援引 本 书 的 第 一 版 ， 

: 由 于 这 个 原因 , 在 第 三 版 里 ,有 些 第 二 版 的 原文 也 包含 了 第 一 
版 的 某 些 材料 。 有 时 是 整 节 地 引入 ; 同时 对 这 些 节 这 样 编号 , 就 是 
在 原 第 二 版 的 节 的 号 码 后 面 组 上 字母 a( 有 时 还 要 组 上 6 和 B) 这 
入 读 者 就 可 以 不 费力 地 按 目录 找到 这 些 节 ， 第 一 版 中 的 某 些 材料 
КИТ 58 23, 26, 33, 35, 42, 44,53,54 +. 

死 在 这 本 书 的 基本 正文 就 是 这 样本 书 也 载 入 了 《第 一 版 的 
ажи» 显然 ， 过 了 四 分 之 一 世纪 , 作为 描绘 群 论 进一步 发 展 首 
小 的 岗 要, 它 的 作用 已 经 完全 消失 ,其 中 很 多 地 方 现在 看 起 来 其 至 
Виж. М, 把 当时 还 年 轻 的 作者 在 那 时 候 所 提供 的 大 岗 与 科 
学 的 实际 发 展 作 一 比较 ， 可 能 是 有 益 的 . 我 们 对 《结束语 > 的 原文 
疫 有 作 任 何 修改 ; 全 芷 在 引用 第 一 版 的 章节 时 把 它 换 成 这 本 书 基 
本 正文 相应 节 的 号 码 ( 圆 括号 )， 此 外 ， 在 方 括号 里 指出 基本 正文 
或 者 其 后 面 的 < 补充 > 的 各 节 的 号 码 . 在 补充 里 读者 可 以 找到 所 考 
尽 的 问题 进一步 发 展 的 信息 . 

党 有 标题 为 《1952 一 1965 年 无 限 群 论 的 发 展 > 的 补充 对 于 专 
ЧИА. М8, 作者 试图 对 第 二 版 完成 以 后 的 
年 代 里 一 般 群 论 的 发 展 作 一 概述 ， 同 时 也 说 到 一 些 更 旱 的 工作 ， 
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如 果 说 这 些 工 作 在 第 二 版 中 没有 得 到 充分 反映 的 话 ， 作 者 也 认为 
是 不 合适 的 ， 另 一 方面 ， 作 者 显然 不 可 能 在 概述 中 以 应 有 的 完备 
性 反映 关于 近年 来 的 文献 不 过 这 方面 已 为 刊载 在 4 科学 成 果 > 从 
刊 里 的 摘要 所 弥补 . 

< 补充 > 的 结构 没有 重复 基本 正文 的 结构 ,并 且 可 以 这 样 说 ,如 
果 作 者 现在 写 这 本 书 的 话 , 关于 群 论 新 书 的 结构 应 该 是 这 个 样子 。 
《补充 ?不 包含 任何 论证 ; 然而 ， 所 有 必要 的 定义 都 已 被 引入 , 并且 
将 某 些 结 果 表 述 出 来 . 在 < 补充 > 中 总 共 提 到 一 千 一 百 篇 论文 ,这 些 
论文 没有 列 入 第 二 版 的 文献 索引 ， 然 而 ， 其 中 的 一 些 只 是 被 提 到 
一 下 ， 只 是 把 所 有 这 些 工作 补充 收 进 文献 索引 里 ， 和 通常 一 样 ， 
引用 这 个 索引 时 ,指出 作者 的 姓名 和 被 引用 的 文献 的 编号 (在 方 括 
ВИ). 

在 基本 正文 里 多 次 建议 参看 《补充 ?。 ГВА 12.31] 意味 
着 “参看 补充 $ 12, 第 三 段 ”. 

在 < 补充 > 的 正文 里 , 如 果 不 是 说 它 的 前 言 的 话 , 几乎 没有 涉及 
有 限 群 论 的 成 果 ， 作 者 在 本 书 第 二 版 序 里 曾经 说 过: “在 进行 第 一 
版 的 工作 时 ,作者 面临 的 任务 是 要 指出 群 论 不 只 是 有 限 群 论 , 因而 
这 本 书 几 乎 不 包含 任何 关于 有 限 群 的 特别 论述 ， 现 在 这 个 任务 可 
以 认为 已 经 完成 ”相反 地 ， 提 出 了 新 的 问题 一 一 要 注意 有 限 群 论 
是 一 般 群 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 尽 管 已 在 书 中 补充 了 一 些 与 有 
限 群 有 关 的 题材 ， 但 是 这 个 新 的 任务 在 本 书 中 还 没有 完全 解决 .” 
关于 有 限 群 论 各 方面 问题 所 发 表 的 著作 的 数量 是 如 此 巨大 ， 以 至 
作者 在 写 第 三 版 < 补充 > 时 也 无 法 试图 解决 这 个 问题 ， 昌 然 作者 明 
白 ， 如 果 以 前 脱离 出 去 的 分 支 再 重新 成 为 统一 理论 的 有 机 组 成 部 
分 ， 那 来 群 论 被 分 成 各 个 独立 分 支 的 倾向 就 会 逐渐 受到 制止 

近年 傈 在 妊 沦 中 局 了 大 是 的 工作 。 群 论 的 研究 正在 非常 紧张 
地 进行 ， 看 来 ， 作 者 现在 难以 再 重复 他 在 第 一 版 序言 中 曾 说 过 的 
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ІХ Е —— Ш, Я: 一 咎 群 论 还 疫 有 达到 所 本 身 发 展 的 顶峰 。 然 而 ， 
群 论 对 于 更 一 般 的 代数 的 理论 ,比方 说 , 泛 代 数 的 理论 和 范畴 的 理 
论 , 无疑 仍 将 继续 是 新 思想 的 基本 提供 者 和 试验 场所 。 避 以 期 望 ， 
了 最近 一 些 年 里 群 的 理论 工作 者 的 研究 仍 会 保持 着 非常 强烈 的 势 
Ж. 如 采 这 本 书 在 它 的 新 版 里 还 能 在 一 段 时 间 内 对 从 事 群 论 的 代 
数 工 作者 有 所 神 益 ,作者 将 感到 高 兴 ， : 
作者 谨 疝 在 这 本 书 的 第 三 版 的 工作 中 所 有 给 予 他 攻 助 和 支持 
ШАКИН Е, НХЛ А. П. Мишина, А. Л. Шмелкин 和 
Е.Г. Шульгейфер, ЖЯЕЖЬНЖНЕНАННЯНО.Н. 
L omoBHH， 作 者 对 于 他 重新 作为 自己 的 合作 者 而 感到 愉快 一 一 顺 
8 1 — Г, Олег Николаевич 曾经 是 本 书 第 一 版 的 编辑 之 一 ， 


А. Курош 
1966 年 11 月 于 莫斯科 
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群 论 有 着 悠久 和 让 富 的 历史 ， 它 是 随同 Galois 理论 一 起 ,为 
了 这 一 理论 的 需要 而 产生 的 ， 并 且 首 先是 作为 有 限 置 换 群 的 理论 
而 发 展 起 来 的 (Cauchy,Jordan,Sylow)， 然 而 ， 不 丸 就 发 现 , 对 
于 有 关 这 一 理论 的 大 多 数 问题 来 说 ， 用 以 构成 群 的 特殊 材料 一 一 
置换 一 一 并 不 重要 ， 而 实际 所 应 注意 的 只 是 对 于 在 任意 有 限 集 合 
里 所 定义 的 代数 运算 的 性 质 的 研究 ， 这 样 一 个 现在 看 起 来 是 不 言 
而 喻 的 发 现 , 实际 上 是 一 个 很 大 的 成 就 ,并 且 使 得 有 限 群 的 一 般 理 
论 得 以 有 形成， 不错， 由 置换 群 过 渡 到 一 般 有 限 群 论 实 质 上 并 没有 
丰 写 了 研究 对 象 , 但 是 这 样 的 过 渡 就 把 群 论 建立 在 公理 基础 上 ,使 
它 变 得 严谨 而 清晰 , 从 而 有 利于 这 一 理论 的 进一步 发 展 . 

上 世纪 末 和 本 世纪 的 最 初 十 年 里 是 有 了 眼 群 论 的 全 盛 时 代 ， 在 
这 期 间 , 有 限 群 的 主要 结果 被 得 到 了 ， 主 要 研究 方向 被 指明 了 , 主 
妥 研 究 方 法 被 建立 了 ; 一 般 说 来 ， 有 限 群 论 通 过 这 方面 主要 学 者 
(Frobenius, Holder, Burnside, Schur, Miller) 的 工作 ,在 当时 已 
经 具备 了 它 在 今天 ”所 带 有 的 一 切 主 要 特征 ， 然 而 以 后 逐渐 显示 
出 来 , 群 的 有 限 性 是 一 个 过 于 强 的 而 且 是 一 个 极 不 自然 的 限制 ,更 
曹安 的 是 ， 这 样 一 个 眼 制 不 久 就 使 得 群 论 与 它 的 一 些 邻 近 数 学 部 
之 间 发 生 矛 盾 : 在 几何 学 的 各 个 分 支 , 自 守 浮 数 以 及 组 合 拓 扑 学 
的 理论 中 常常 遇 到 这 样 的 一 些 代数 对 象 ， 它 们 与 群 非常 类 似 , 只 
个 过 是 无 卢 的 .于 是 就 对 群 论 提 出 了 有 限 群 论 所 无 法 满足 的 要 求 . 
同时 , 群 论 作为 代数 学 的 一 部 分 ， 从 代数 学 本 身 的 观点 来 看 , 例如 
象 整数 加 法 群 这 样 简单 而 又 重要 的 群 竞 被 排除 在 群 论 范 围 之 外 ， 


1) 在 本 书 第 三 版 问世 前 的 年 代 里 有 限 群 论 经 历 了 茵 却 的 发 展 一 一 见 补 充 的 引言 
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也 不 能 认为 是 正常 情况 。 因此， 有 限 群 应 该 被 看 作 群 的 一 般 概 您 
的 一 个 特殊 情形 ， 而 有 限 群 论 应 该 是 一 般 “ 无 限 ”( 即 不 一 定 有 限 ) 
群 论 中 的 一 个 篇 章 ， 

在 世界 文献 中 ， 不 假定 有 限 性 而 叙述 群 论 基 础 的 第 一 本 书 是 
О.Ю. IHMHaT 的 《抽象 群 论 >( 基 辅 , 1916), 这 本 书 直 到 现在 仍然 是 
苏联 一 切 代 数 工作 者 的 常备 参考 书 . 然而 , 一 般 群 论 的 广泛 发 展 则 
开始 得 较 晚 ,这 是 在 本 世纪 20 年 代 随 善 代数 里 所 进行 的 彻底 的 重 
新 整理 以 及 向 集合 论 基础 上 的 过 渡 (Е. Noether) 而 一 起 开始 的 。 
特别 ， 从 此 在 群 论 中 引入 了 象 运算 子 系 和 链 中 有 断 条 件 这 样 一 些 新 
的 概念 ， 

ВЖ, ЖЕТЕН ИНЕ 
№, 现在 这 一 数学 分 支 已 经 成 为 一 门 范围 广泛 的 内 容 丰 富 的 科学 ， 
怎 近 世代 数学 中 点 首 要 地 位 的 分 支 之 一 ， 一 般 群 论 的 发 展 自然 不 
能 忽视 在 有 限 群 论 中 已 经 取得 的 成 果 。 相反 地 ， 一 般 群 论 的 发 展 
在 很 乡 地 方正 是 被 有 限 群 论 中 相应 理论 所 推动 的 。 这 里 所 遵循 的 
原则 是 ,期 望 用 一 些 自然 的 限制 来 代 蒜 群 的 有 限 性 ,使 得 已 知 的 定 
理 和 理论 仍旧 保持 正确 ， 而 去 掉 这 些 限 制 后 即 不 再 成 立 ， 然 而 出 
省 常 出 现 这 样 的 情形 ， 一 些 在 有 限 群 论 里 是 非常 简单 并 旦 被 完全 
解 凑 了 的 问题 在 一 般 群 论 里 变 成 一 个 广泛 发 展 并 且 还 远 没 有 完成 
的 理论 , 例如， 近代 群 论 的 重要 分 支 之 一 的 阿 贝尔 群 论 就 是 如 此 。 
同时 也 产生 了 一 些 和 无 限 群 的 研究 本 质地 关联 着 的 分 支 一 一 自由 
群 和 自由 积 的 理论 ， 最后， 在 某 些 情形 一 一 首先 是 关于 用 定义 关 
系 给 出 群 的 问题 中 一 一 ， 群 论 第 一 次 达到 了 在 它 以 前 的 发 展 阶段 
所 没有 达到 的 精确 和 严格 的 程度 . 

群 论 离 着 完成 还 差 得 很 远 ， 它 的 具体 问题 的 多 种 多 样 性 以 及 
这 样 一 些 仅 在 最 近 才 开始 发 展 的 方向 的 存在 ,使 我 们 可 以 认为 ,一 
般 群 论 还 没有 达到 它 本 身 发 展 的 顶峰 ， 虽然 如 此 ， 把 已 经 积累 的 


+ 
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材料 加 以 系统 整理 ， 以 便 使 广大 的 数学 工作 者 了 解 近代 群 论 的 主 
要 方向 , 它 的 方法 , 它 的 最 卓越 的 成 就 ， 最 后 还 有 它 的 当前 的 问题 
和 最 近 发 展 中 的 必要 途径 ,是 适时 的 ， 
НА, 本 书 并 不 打算 包括 群 的 全 部 理论 ， 但 是 在 这 里 几乎 提供 
了 这 一 门 科学 的 一 切 基础 部 分 ， 这 些 内 容 已 经 足够 使 读者 看 到 这 
一 理论 内 容 的 丰富 性 和 方法 的 多 样 性 , 
本 书 并 不 要 求 读者 具备 关于 群 论 基 本 概念 方面 的 预备 知识 ， 
只 是 为 了 作为 群 的 菜 些 最 初 的 例子 一 一 矩阵 , 置换 ,单位 根 一 一 才 
要 求 高 等 代数 的 基础 知识 ， 要 求 读者 关于 数论 方面 的 知识 也 只 限 
”于 同 余 式 的 初步 理论 ， 此 外 ,关于 集合 论 的 基础 知识 方面 ,要 求 读 
者 具备 Hausdorff< 集 论 > 前 四 章 的 内 容 ， 特 别 ， 许 多 构造 和 证 明 
从 本 质 上 说 要 用 到 超 限 归 纳 法 . 


莫斯科 ,1940 年 10 Я. | 
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第 一 章 群 的 定义 
$1. 代数 运算 

在 高 等 代数 课程 中 , 读者 就 已 遇 到 过 带 有 代数 运算 的 集合 . 18 
等 代数 中 的 主要 集合 是 域 和 环 ， 即 带 有 两 个 独立 运算 (加 和 乘 ) 的 
集合 .可 是 在 各 种 各 样 的 应 用 中 都 时 稍 可 以 遇 到 那样 一 种 集合 
在 它们 里 面 只 定义 了 一 种 代数 运算 (或 者 在 该 场合 只 考虑 一 种 运 
算 )， 现 在 我 们 来 说 一 下 这 个 概念 的 定义 ， 

设 已 知 一 集合 М, ЖЧТ М 中 按 一 定 次 序 取 出 的 任 
意 两 个 (相同 或 不 相同 的 ) 元 素 ， 根据 某 一 规律 可 使 属于 同一 集合 
中 的 完全 确定 的 第 三 个 元 素 和 它们 相对 应 ， 那 我 们 就 说 ， 在 集合 
MM 里 面 定义 了 一 个 代数 运算 .” 

因此 ,在 代数 运算 的 定义 中 ,已 经 包括 了 运算 的 单 值 性 的 要 求 
和 对 任意 一 对 元 素 均 可 进行 运算 的 要 求 ， 另 一 方面 ， 这 个 定义 里 
还 提 到 了 进行 运算 时 从 集合 М 中 取出 元 素 的 次 序 ， 换 名 话说 , 这 
个 定义 并 没有 排险 下 述 的 可 能 性 , 即 与 集合 М 中 的 元 素 偶 a,5 及 
元 素 偶 5,a 相对 应 的 元 素 可 能 互 不 相同 , 也 就 是 说 , 所 讨论 的 运算 
是 非 交换 的 . 

可 以 华 出 诗 许多 多 由 普通 的 数 所 组 成 的 、 带 有 一 个 运算 的 集 
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和 
合 ， 它 们 能 适合 上 述 的 定义 .我 们 建议 读者 日 己 去 起 出 一 些 这 样 
的 例子 .在 这 里 我 们 只 指出 , И, ЕВРЕЙ, В 
的 集合 对 于 加 法 是 不 适合 我 们 的 定义 的 ， 同样 , 全 体 实数 的 集合 
如 采 把 除法 看 作 它 上 面 的 运算 ， 也 不 适合 这 个 定义 ， 因为 不 能 用 
如 大 家 所 熟知 的 ， 也 有 各 种 各 样 不 是 行 之 于 数 的 代数 运算 的 
例子 . 二 维 矢量 空间 中 矢量 的 加 法 ， 三 维 欧 氏 空间 中 矢量 的 矢量 
乘法 ,2 阶 方 降 的 乘法 ,一 个 实 变数 的 实 函 数 的 相 加 以 及 这 些 函 数 
的 相 乘 字 学 ， 都 是 这 样 的 代数 运算 ， 对 以 后 来 说 一 个 非常 重要 的 
代数 运算 的 例子 , 就 是 置换 的 来 法 ， 如 大 家 所 知道 的 ， 所 谓 一 个 2 
次 阁 换 ， 束 是 头 % 个 自然 数 集合 的 一 个 自身 相互 单 值 映 射 ， 相 继 
进行 两 个 % 次 建 换 ,其 结果 仍旧 是 一 个 % 次 置换 , 叫做 第 一 个 置换 
乘 上 第 一 个 置换 的 乘积 ， 举 例 来 说 ， 如 果 给 出 当 2z=3 时 的 两 个 


РАЙ 
е 2 ,) 人 2 1 
а — ‚ b= 9 
1 3 2 2 3 1 


那 末 这 两 个 置换 的 乘积 就 是 置换 


(, 2 ) 
аб = . 
2 1 3 


这 样 ,在 nn 次 置换 的 集合 中 ,就 定义 了 一 个 代数 运算 ,很 容易 
看 出 , 这 个 代数 运算 是 非 交 换 的 ; 壁 如 对 上 面 所 给 的 那 两 个 置换 а 
ТО 来 党 ,5 3 Е а 的 乘积 将 是 


( 2 ") 
Ра = . 
3 2 1 


在 研究 带 有 一 个 代数 运算 的 集合 上 时， 我 们 照例 使 用 蒋 法 的 术 
语 和 记号 ， 就 吓 说 ,把 所 研究 的 运算 叫 作 于 法 ,把 对 元 素 偶 a,5b 进 
行 运算 的 结果 叫 作 这 两 个 元 素 的 来 积 26， 但 在 某 一 些 场合 下 , 使 
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用 加 法 的 术语 和 记号 要 来 得 方便 一 些 ， 那 就 是 说 ， 把 运算 叫 作 加 
法 ,而 把 运算 的 结果 叫 作 元 素 а, 6 的 和 a4 十. 

我 们 已 经 指出 过 , 在 代数 运算 的 定义 中 ,并 没有 要 求 运 算是 交 
换 的 ,也 就 是 说 , 并 没有 要 求 对 集合 М 中 的 任意 一 对 元 素 4a 和 bb， 
等 式 

аб = фа 
成 立 . 

非 交换 运算 的 例子 有 : 当 п222 п УЕ, о 次 置换 
的 乘法 , 不 仅 对 2=3 的 情形 是 非 交换 的 , 如 在 上 面 已 指出 过 的 , 对 
所 有 n 宇 3 的 情形 也 都 是 非 交换 的 ， 此 外 , 三 维 欧 氏 空间 中 矢量 的 
天 量 邓 法 也 古 非 交 换 的 。 数 的 减法 也 可 以 看 作 非 交换 运算 的 一 个 
例子 . 

代数 运算 的 定义 并 设 有 要 求 这 个 运算 必须 是 结合 的 ， 也 就 是 
说 ,没有 要 求 对 集合 М НЕЕ а, De 等 式 

(а6)с=а(6с) 
成 立 , 

三 维 欧 氏 空 间 中 矢量 的 矢量 乘法 是 非 结合 运算 的 一 个 例子 ; 
整数 的 减法 也 是 非 结合 的 ， 另 一 方面 ,如 大 家 所 知道 的 , 方 阵 的 乘 
法 是 结合 的 ， 置换 的 乘法 也 是 一 个 结合 的 运算 ， 这 一 点 可 以 从 下 
面 这 个 更 普遍 的 结果 中 得 出 来 . 

太 已 知 一 个 集合 8S， 有 限 或 无 限 在 所 不 论 ， 试 考察 所 有 将 集 
合 心 映 入 其 自身 的 单 值 映射 。 也 就 是 说 ,所 有 这 样 的 映射 ,它们 中 
的 每 一 个 能 使 人 中 的 任意 一 个 元 素 ， 都 有 这 一 集合 中 一 个 完全 确 
定 的 元 素 和 它 相 对 应 ， 虽 然 和 中 不 同 元 素 相 对 应 的 元 素 可 能 是 
同一 元 素 , 并 且 在 S 中 还 可 能 有 一 些 元 素 ， 谁 也 不 和 他 们 相对 应 
如 果 我 们 把 接连 作 这 样 两 个 映射 的 运算 称 为 它们 的 相 床 ， 那 末 我 
们 就 可 以 得 出 这 个 映射 集合 中 的 一 个 结合 的 代数 运算 ， 
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事实 上 , 设 给 出 三 个 将 集合 5 映 入 其 自身 的 单 值 映射 p,y 和 
Xx， 其 次 , 设 a 是 集合 S 中 的 一 个 任意 的 元 素 ， 并 设 元 素 a 被 p 映 
到 元 素 5, ПЕ УЖЕ с, 最 后 , 元素 c 又 被 * 上 映 到 元 
素 4。 在 这 样 的 情形 下 , 映射 py 将 元 素 a 映 到 元 素 ce， 因而 映射 
(Фф) 将 元 素 4 映 到 元 素 4， 但 映射 рх 将 元 素 5 映 到 元 素 d, 因 
而 映射 p(yX) 也 将 元 素 a 映 到 元 素 dl， 这 就 证 明了 (gp 办 XxX 和 
p(X) 这 两 个 映射 是 一 致 的 . 

现在 让 我 们 来 看 一 看 , 从 菜 一 集合 M 中 给 定 的 代数 运算 满足 
结合 律 这 一 事实 可 以 推出 怎样 一 些 结论 ， 从 代数 运算 的 定义 可 
知 , 从 集合 W 中 按 一 定 次 序 取出 的 任意 两 个 元 素 都 有 乘积 ， 并 且 
这 个 乘积 是 唯一 确定 的 ， 但 仅仅 根据 这 一 点 ， 在 一 般 情 形 下 我 们 
还 不 能 讨论 三 个 元 素 的 乘积 一 一 一 般 说 来 , 依 一 定 次 序 从 中 取 
出 的 三 个 元 素 a, 5 和 ce， 其 乘积 要 看 我 们 是 怎样 将 它们 相 乘 才能 
”决定 : 是 将 a 和 五 的 乘积 乘 上 。 呢 , 还 是 将 a Боже: 
有 了 结合 律 ,我 们 才 可 以 唯一 地 说 出 中 三 个 元 素 的 乘积 ， 元 素 
(аЬ) с 等 于 元 素 a(5c), 并 将 其 简单 地 记 作 a5c， 显 然 ， 改 换 因子 
的 次 序 时 , 三 个 元 素 的 乘积 一 般 说 来 也 是 会 跟着 改变 的 . 

除 此 之 外 , 有 了 运算 的 结合 律 ， 我 们 还 可 以 谈论 集合 М 中 按 
一 定 次 序 取出 的 任意 有 限 多 个 元 素 的 来 积 而 不 会 有 所 误解 ， 也 就 
是 说 ， 从 结合 律 可 以 证 明 进 行 运算 的 结果 与 最 初 括号 的 分 布 位 置 
无 关 。 现在 让 我 们 假定 这 一 事实 对 因子 的 个 数 小 于 ?的 情形 已 经 
证 明 ， 进 而 来 证 明 它 对 对 个 因子 (之 3) 的 情形 也 成 立 ， 设 在 已 知 
集合 M 中 有 一 个 郊 个 元 素 的 有 序 组 

1; @-, ***, Ons 

在 这 些 元 素 之 间 按 某 种 方式 安置 了 一 些 括号 ， 表 示 运 算 进 行 的 次 
序 ， 按 这 些 括号 所 指示 的 次 序 依次 相 乘 , 最 后 一 步 , 我 们 将 把 最 先 
4 个 元 素 的 乘积 gaz…ai(1 委 ; 委 2 一 1) 与 乘积 ai ДНЯ. 
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УЧ ЕАН ВУ К ЛУР п, 故 根 据 我 们 的 假定 ,它们 
是 唯一 地 确定 了 的 . 因此 我 们 只 要 证 明 由 乘积 (air…ab) 
(ai+10i+2…an) 可 以 过 滤 到 乘积 (aiaa…a7) (аула, 2*** аи), 52 1, Я 
行 了 ， 很 显然 ， 后 面 这 一 事实 只 要 就 /一 ?十 1 的 情形 来 证 明 就 够 
了 ,这 是 可 以 价 单 地 运用 结合 律 而 达到 的 : 如 果 
0105-0: 6, Ci+2dit+t3 й. С, 
则 
0(а;.1с) = (Ва; 1) с. 

很 显然 , 我 们 没有 权利 用 上 面 的 方法 ， 来 讨论 М 中 无 限 多 个 
元 索 的 乘积 . 

有 代数 运算 的 集合 及， 有 时候 也 可 能 具有 单位 元 素 (或 简称 
单位 元 ) 即 这 样 一 个 元 素 1, 它 使 得 等 式 

| а:1=1+:а= а 

М 中 所 有 元 素 4 都 成 立 ， 集 合 到 里 只 可 能 有 一 个 元 素 ， 具 有 
ЗАРЕ: 如 果 还 可 以 找到 第 二 个 单位 元 素 1 的 话 ， 那 未 乘积 
1*1 将 会 同时 等 于 1 和 也 ,因而 1=1 .在 采用 加 法 的 记号 时 , 单位 
元 素 将 被 称 作 堆 , 并 记 作 0, 

没有 单位 元 素 ( 或 零 ) 的 带 有 代数 运算 集合 的 例子 有 : 对 于 加 
法 运算 的 自然 数 集合 , 对 于 乘法 运算 的 偶数 集合 , 以 及 对 矢量 乘法 
运算 的 三 维 欧 氏 空间 中 矢量 集合 ， 另 一 方面 ,正如 大 家 所 知道 的 ， 
п 和 除 方 阵 的 乘法 是 有 单位 元 素 的 , 这 个 元 素 就 是 单位 方 阵 . п 次 置 
换 的 乘法 也 县 有 单位 元 素 ,不 难看 出 , 这 个 元 素 就 是 恒 等 置换 

12... тп 
1 2... ", 

ЖЛ, ЛЕНЕ 0 САНА ВЕ Е д, 
ДАВ НА ЕДЕ Ц КЕЗЕ ОК, Ж 6 的 桓 等 自身 映射 就 
是 单位 元 素 。 
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最 后 ， 让 我 们 引入 逆 运 算 这 个 概念 .从 高 等 代数 的 课程 中 我 
们 知道 , 在 任意 一 个 环 里 面 , 减法 是 加 法 的 逆 运 算 ; 而 在 任意 一 个 
域 里 面 , 如 果 只 考虑 不 等 于 零 的 元 素 的 话 , 那 末 除法 就 是 乘法 的 北 
运算 ， 按 照 这 两 个 例子 , 对 任意 一 个 带 有 一 个 代数 运算 (不 一 定 是 
可 换 的 ) 的 集合 М, 可 以 很 自然 地 提出 这 样 一 个 问题 ， 对 于 М 中 
两 个 已 知 的 元 素 a 和 5b, 可否 找到 这 样 两 个 元 素 x 和 y, 使 
ar=b, ya=b. (1) 
这 两 个 方程 可 能 在 集合 М 内 没有 解 ， 另 一 方面 , 每 一 个 方程 
都 可 能 在 必 里 有 许多 个 互 不 相同 的 解 ， 如 果 对 任意 的 a 和 5, 方 
程 (1) 中 的 每 一 个 都 有 解 , 并且 这 个 解 是 唯一 的 , 那 我 们 就 说 , 在 集 
合 用 中 所 定义 的 运算 具有 逆 运 算 .很 显然 ,在 非 交 换 运算 的 情形 ， 
这 两 个 解 不 一 定 相 等 . : 
任意 一 个 有 零 因子 的 环 (例如 函数 环 和 方 阵 环 ) 里 的 乘法 ， 是 
使 方程 (1) 可 能 具有 几 个 不 同 的 解 的 运算 的 例子 ， 使 方程 (1) 不 永 
远 有 解 的 运算 的 最 简单 的 例子 ， 是 自然 数 集合 中 的 加 法 以 及 整数 
环 中 的 乘法 ， 对 实数 域 中 的 乘法 来 说 也 是 如 此 ， 这 是 因为 不 能 用 


52. Б) • В 
设 已 知 两 个 集合 МА М, 8-Х Е И ТАК 
数 运 算 ， 我 们 将 把 这 两 个 集合 里 的 运算 都 叫 作 乘法 ， 设 在 集合 NU 
和 М' 的 元 素 之 间 可 以 建立 一 个 相互 单 值 的 对 应 ， 具 有 下 面 的 性 
质 ; 如 果 与 М 中 的 元 素 a,5 相对 应 的 М’ НЕЕ а’, 0 В. 
ab=c, аб=с’ 
则 在 这 个 对 应 下 ， 与 集合 М 中 的 元 素 c 相对 应 的 , 不 是 М' 中 任 
何其 他 元 素 而 恰 是 元 素 co ， 在 这 样 的 情形 下 ,我 们 就 说 集合 М 和 
M 同 构 。 这样 一 个 相互 单 值 的 对 应 ， 我 们 称 作 上 集合 放 和 及 之 
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АЕА ЮЕ. ЖА М М 同 构 这 个 事实 , 我 们 用 记号 
MM 
来 表示 . 

要 蕉 出 相互 同 构 的 、 带 有 一 个 代数 运算 的 集合 的 例子 并 不 困 
ЖЕ. 举例 说 ， 如 采 对 于 每 一 个 偶数 2z， 我 们 使 整数 3k 和 它 相对 
应 ， 那 就 可 以 在 侦 数 的 集合 和 3 的 倍数 的 集合 之 间 建 立 起 一 个 相 
Н ДАХАУ, 对 于 在 这 两 个 集合 中 定义 的 加 法 来 说 ， 这 个 对 应 就 
АЕ Ару) Љу, 

现在 让 我 们 来 比较 一 下 正 实 数 集合 中 的 乘法 运算 和 全 部 实数 
集合 中 的 加 法 和 运算， 如 果 对 于 每 一 个 正 实数 ， 我 们 使 这 个 数 的 以 
10 为 后 的 对 数 和 它 相 对 应 ， 那 末 我 们 就 可 以 得 到 一 个 相互 单 值 的 
了 映射, 将 第 一 个 集合 映 成 第 二 个 集合 ， 等 式 

log (ар) = 1о5а- 1056 
表明 , 这 映射 是 一 个 同 构 映射 . 

从 高 等 代数 课程 中 也 可 以 找 出 许多 同 构 集合 的 例子 来 ， 下 面 
我 们 所 一 下 其 中 的 一 个 : 在 某 一 域 P 上 的 n 维 矢量 空间 的 线性 变 
换 的 集合 ， 把 线性 变换 的 相继 施行 当 作 它们 的 乘法 ， 这 个 集合 和 
以 方 隆 弱 法 当 作 代 数 运算 的 域 P 上 % 阶 方 阵 的 集合 同 构 ， 大 家 知 
所, 这 两 个 集合 间 的 同 构 对 应 和 矢量 空间 的 基 的 选择 有 关 ， 因 此 ， 
如 来 各 带 一 个 代数 运算 的 两 个 集合 到 和 对 ' 同 构 的 话 ， 一般 说 
来 , 它们 之 回 的 同 构 对 应 可 以 用 多 种 不 同 的 方法 来 建立 . 

很 至 然 ， 每 一 个 带 代 数 运算 的 集合 都 与 它 自 身 同 构 : 只 要 取 这 
个 集合 的 恒 等 自身 映射 当 作 同 构 上 映射 就 行 了 。 其 次 ， 同 构 关系 是 
对 称 的 一 一 由 М2 М, 即 可 得 出 М, М,, 它 也 是 传递 的 一 一 由 
М. —М› Я М, — М. 即 可 得 出 ,二 NY, 

Мн УЖ, НН Е АА ОЗ, 
х, АЧХ Е ВАА АБ, УВЕ АА НИЖЕ 9 К ее 


Я 
组 成 . 

相互 同 构 的 带 有 代数 运算 的 集合 之 不 同 处 ， 只 在 于 其 元 素 的 
性 质 不 同 , 或 是 因为 运算 的 名 称 和 用 来 表示 运算 的 符号 不 一 样 ,但 
从 运算 的 性 质 来 看 , 他 们 是 全 疫 有 区 别 的 : 即 对 于 带 运 算 的 某 一 集 
合 ， 几 是 可 以 根据 这 运算 的 性 质 而 不 必 利 用 元 素 的 特性 来 证 明 的 
那些 结论 ,都 可 以 自动 地 转移 到 所 有 和 这 个 集合 同 构 的 集合 上 去 . 
因此 ， 在 今后 我 们 将 把 相互 同 构 的 集合 看 作 是 带 同一 运算 集合 的 
ЛУНЕ ин, 这样 我 们 就 将 代数 运算 划分 出 来 作为 真正 的 研究 对 象 ， 
从 有 在 迄 各 种 各 样 的 具体 例子 的 时 候 ， 我 们 才 不 得 不 讨论 具体 的 
集合 以 及 根据 这 些 集合 中 元 素 的 特性 来 定义 的 运算 .顺便 提 一 句 ， 
在 后 面 (在 第 五 章 里 ) 我 们 将 学 会 怎样 给 出 运算 的 具体 例子 ， 而 不 
必 对 在 共 上 进行 运算 的 元 素 的 特性 作 任 何 假定 ， 

同 构 概念 并 不 是 代数 学 所 特有 的 概念 。 事 实 上 ， 任 何 一 门 数 
学 科学 都 会 按照 某 些 特征 将 它 所 研究 的 对 象 等 同 起 来 ， 并 通过 这 
一 方式 将 这 一 学 科 的 对 象 的 性 质 突出 地 表现 出 来 . 要 了 解 这 一 点 ， 
读者 只 要 想 一 下 ， 最 基本 的 数学 概念 之 一 一 一 整数 的 概念 是 怎样 
建立 起 来 的 就 行 了 , 

如 来 从 问 构 的 定义 中 去 掉 相 互 单 值 这 一 要 求 ， 我 们 就 可 以 得 
出 辐 构 概念 的 一 个 推广 ， 设 已 知 两 个 集合 М ММ, ЕЛ 
代数 运算 一 一 乘法 ， 试 考察 将 开 映 到 М’ 上 的 映射 p, 在 这 个 映 
ЯР, М 里 的 每 一 个 元 素 a 都 有 MM' 里 一 个 完全 确定 的 象 元 素 
а=аф 和 它 相 对 应 , 并且 对 里 的 每 一 个 元 素 在 以 里 至 少 有 一 个 
原 象 ,但 一 般 说 来 可 能 有 许多 不 同 的 原 象 。 如 采 对 于 于 里 的 任意 
Ка 10, 由 


ар= а, bp=b 
即 可 得 出 
(ab)p=a'b', 
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这 个 映射 就 称 为 一 个 同 态 映 射 ， 我 们 也 说 ,集合 М М 的 
一 个 同 态 象 . 

АВ И. РА, 如 有 果 一 个 集合 可 以 同 态 地 了 轴 到 另 一 集合 上 的 话 , 并 不 
能 把 它们 看 成 完全 相同 . 因此 ， 同 态 概 念 的 作用 不 如 同 构 概 念 那 
样 上 共有 根本 性 意义 ,可 是 在 整个 理论 的 进一步 发 展 中 , 这 个 概念 的 
作用 也 是 很 重要 的 . 现在 让 我 们 举 出 儿 个 同 坊 映射 的 例子 . 

设 М 是 全 体 整 数 的 集合 , 以 加 法 作为 代数 运算 ; MM' 是 由 1 和 
一 1 这 两 个 数 所 组 成 的 集合 , 以 乘法 作为 代数 运算 ,这 个 运算 在 它 
里 面 显 然 是 可 以 定义 的 ， 使 1 和 每 一 个 偶数 相对 应 ， 一 1 和 每 一 
个 奇数 相对 应 ， 我 们 就 可 以 得 出 一 个 将 М ВЗ] 到 上 的 同 态 映 
射 . 事实 上 ， 偶 数 加 柯 数 等 于 奇数 "这 一 规则 对 应 于 等 式 1.( 一 1T) 
=—1. жж. 

ВЕ М 是 在 平面 上 由 坐标 原点 出 发 的 全 部 矢量 的 集合 ， 寻 ' 是 
位 于 横 坐 标 轴 上 的 全 部 矢量 的 集合 ; 而 且 在 两 个 集合 中 代数 运算 
都 取 作 矢量 加 法 ， 如果 对 М 中 的 每 个 矢量 , 都 使 它 在 横 坐 标 轴 上 
的 投影 和 它 相 对 应 ， 我 们 就 得 出 一 个 将 М] М ЕН 
ЯТ, 这 是 因为 ,两 个 矢量 的 和 在 横 坐 标 轴 上 的 投影 ， 等 于 这 两 个 矢 
晤 的 投影 的 和 . 

如 林带 一 个 代数 运算 的 集合 М 可 以 同 态 地 映 到 & АМ’, 
特别 是 ， 如 果 这 两 个 集合 同 构 ， 那 末 由 结合 律 或 交换 律 在 М+Ж 
立 可 以 推出 相应 的 规律 在 肛 ' 中 也 成 立 ， 举 例 来 说 , 设 到 中 的 运 
算 适 合 交换 律 ， 如果 а 和 5 是 M' 中 两 个 任意 的 元 素 ，a 是 元 素 
a 在 集合 М 中 的 原 象 之 一 ,5 是 元 素 5 的 原 象 之 一 ， 那 末 在 这 个 
同 态 映 射 下 ， 元 素 &2 和 元 素 ар 对 应 , 元素 Ба 和 元 素 Ьа 对 应 . 
因此 ,由 等 式 аб ба 及 在 同 杰 映射 下 象 元 素 的 唯一 性 可 得 出 a'5 


1) 有 关 同 态 的 某 些 新 的 术语 在 补充 2.1 里 指出 ， 
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= Ба, ЖЖ М 中 的 运算 适合 结合 律 的 情形 ， 其 证 明 可 按 同 样 
的 方式 来 进行 . 

其 次 ， 如 果 集 合 凡 有 单位 元 素 1， 那 末 这 个 单位 元 素 的 象 元 
ДЖЕМ Фе л. ЖН е 来 表示 元 素 1 在 4 中 
№3702. ЗИ a 是 于 中 一 个 任意 的 元 素 , a 是 它 的 原 象 之 一 ， 
那 玉 由 等 式 а-1=1-а=а 及 映射 的 同 态 性 质 可 得 出 等 式 @a*e'= 
= 三 e'q 一 4， 这 样 就 证 明了 е 的 确 是 集合 M' 中 的 单位 元 素 . 

注意 , 如 果 集 合 М 具有 逆 运 算 ， 则 对 它 的 同 态 象 和 M' 不 能 下 
同样 的 断 语 。 因 为 我 们 不 能 证 明 上 节 (1) 式 中 的 每 一 个 方程 在 MM 
中 的 解 都 是 唯一 的 ， 虽 然 在 这 种 情形 我 们 仍 能 够 证 明 这 两 个 方程 
的 确 和 都 有 解 . 

事实 上 , 设 a 和 ?2 是 用 中 的 两 个 元 素 ,a 和 2 分 别 是 它们 在 
MM 中 的 某 两 个 原 象 , 也 就 是 说 ， 

ар=а, ФФ=Ь. 
如 果 元 素 " 满足 集合 М 中 的 方程 wz= 65, 那 末 由 于 映射 9 的 同 态 
ФЕ, 元素 
с 一 CO 
将 能 满足 对 中 的 方程 ez 一 六 

为 一 方面 , 我 们 要 指出 ， 如 果 在 集合 Mt 中 结合 律 或 交换 律 成 
З, 或 在 М’ 中 单位 元 素 存 在 ,或 М’ НЕ, 但 对 集 
合 М 不 能 推出 同样 的 断 语 . 

有 一 种 方法 可 以 用 来 确定 带 有 一 个 代数 运算 的 集合 М ру 45 
部 同 态 象 ， 为 了 这 个 目的 , 我们 先 引 入 下 面 的 概念 ， 设 集合 M 可 
按 某 种 方式 划分 成 为 一 些 互 不 相交 的 子 集 这 些 子 集 我 们 称 为 类 ， 
并 用 字母 А, B，… 来 表示 它们 ， 如 果 元 素 al а 居于 同 - -类 4， 
元 素 р 15 属于 同一 类 B， 闪 由 此 可 以 得 出 乘积 op 和 о, № 
同样 属于 同一 个 类 С, 那 我 们 就 说 ， 集 合 М 的 这 一 划分 是 一 个 正 


$2， 同 构 : 同 杰 11 
Яя 也 

从 这 个 定义 可 以 看 出 : 只 要 给 出 类 4 与 B 来 , 类 C 也 就 完全 确 
定 了 一 一 4 中 任意 一 个 元 素 和 如 中 任意 一 个 元 素 的 乘积 包含 在 C 
内 ， 如 果 我 们 把 类 CO 称 作 类 4 和 类 B 的 乘积 ， 那 末 在 这 个 正则 分 
解 下 的 全 部 类 的 集合 М 中 ,就 定义 了 一 个 代数 运算 ， 带 有 这 个 代 
数 运算 的 集合 М, 我 们 称 作 М 对 这 一 正则 分 解 的 商 集 . 

集合 及 可 同 态 地 映 到 商 集 МЕ. 事实 上 ,只 要 使 集合 到 中 
的 每 一 个 元 素 所 在 的 类 和 这 个 元 素 相对 应 , 并 利用 集合 М 中 乘法 
НЕ ХТ Г. КЛАЛ МАНН М 的 自然 
同 态 上 映射. 

集合 М 对 不 同 正则 分 解 的 商 集 ， 实 质 上 穷尽 它 的 一 切 同 态 
象 ， 更 确切 一 氮 说 , 我 们 有 下 面 这 个 定理 ; 

如 果 型 是 集合 М 的 一 个 任意 同 态 象 ,p 是 将 型 映 到 1 上 
的 同 态 映射 , 那 末 可 以 找到 将 集合 Млн“ (а) 
个 正则 分 解 ， 使 集合 М 和 集合 型 对 这 一 正则 分 解 的 商 集 肛 辣 
№. 除 此 之 外 ， 在 集合 М' + Митин лан 
Я У, ВЖЕ о р Ж, А2 Маж Ма 
态 映射 相 吻 合 . 

为 了 焉 因 这 个 定理 , 首先 要 指出 ， 如 果 我 们 把 集合 М 中 在 问 
Аф 下 有 相同 象 元 素 的 全 部 元 素 归 作 一 个 类 ， 我 们 就 可 以 得 
出 一 个 划分 , 它 将 集合 М 分 成 为 一 些 互 不 相交 的 子 集 ， 这 个 划分 
下 一 个 正则 分 解 : 如果 元 素 а, 和 as 属于 同一 个 类 , 即 

аф=аф=а ; 
又 右 元 素 六 和 bs 属 于 同一 个 类 , 即 
,ф=0,ф= 0, 


1) ВЕЕ СА, 
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那 末 由 于 映射 9 的 同 态 性 质 , 就 可 得 到 : 

(аб, )ф= (@25,)ф=аЪ, 
这 就 是 说 ， 元 素 00, 和 4zbs 也 属于 同一 个 类 ， 这 样 一 来 , 我们 就 
可 以 用 上 面 所 讲 的 方 浴 ,在 这 个 划分 下 所 得 出 的 全 部 类 的 集合 М 
中 定义 乘法 ， 也 就 是 说 ， 把 衣 变 成 一 个 商 集 ， 在 集合 М 的 全 部 
元 对 和 集合 М рур (Е М 的 元 素 ) 之 间 ， 存 在 一 个 相互 
单 值 的 对 应 多 一 一 对 于 М 中 的 每 一 个 元 素 ， 使 由 这 个 元 素 的 全 
部 原 象 所 组 成 的 类 和 它 相对 应 ， 对 应 乡 是 一 个 同 构 对 应 ; 如 果 与 
же М' 中 的 元 素 а, В’ 相对 应 的 两 个 类 是 4 和 B， 并 且 从 这 两 个 
类 中 各 选 出 一 个 元 素 一 一 从 中选 出 了 元 素 a， 从 BB 中选 出 了 元 
素 5, 那 示 АВ 就 是 包含 元 素 аъ 的 那个 类 .但 

(ab) p= (ар) (bP) =аъ, 
ВОВЕ у ВК АВ 和 元 素 аъ 相对 应 ， 为 了 结束 这 个 证 明 ， 我 们 
АМ 中 取出 一 个 任意 的 元 素 a, 设 

ар=а, 42 一 4。 

因为 元 素 a 是 元 素 a' 的 原 象 之 一 ， 故 a 包含 在 4 内， 这 就 是 说 ， 


相继 进行 映射 p 和 乡 的 结果 ， 的 确 和 将 用 映 成 用 的 自然 同 坟 上 映 


射 相 吻合 ， 定 理 就 被 证 明了 . 
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进一步 研究 带 一 个 任意 代数 运算 的 集合 ， 将 是 一 件 很 少 成 效 
的 工作 ， 因 为 这 个 概念 实在 是 太 广泛 ， 因 而 也 缺乏 内 容 ， 在 历史 
上 ,由 于 数学 本 身 及 数学 以 外 的 部 门 在 应 用 上 有 所 需要 ,于 是 划分 
出 一 类 特别 的 带 一 个 代数 运算 的 集合 , 并 对 它 进 行 了 详尽 的 研究 ， 
这 里 指 的 就 是 所 请 的 群 。 这 个 概念 是 近代 数学 中 最 基本 的 概念 之 
ЕЖЕ Г ТИХ: РЖ ИЕН, 另 一 方 
ИХ Ем. 
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带 有 一 个 代数 运算 的 非 空 集合 G, 如 果 满 足下 面 两 个 条 件 ,就 
也 做 一 个 群 : 

1) G 里 面 的 代数 运算 满足 结合 律 ; 

2) 在 4 里 面 逆 运 算 可 以 进行 ， 

群 G 里 面 的 代数 运算 不 一 定 满足 交换 律 。 如 果 这 个 运算 满足 
交换 律 , 群 G 就 称 为 一 个 交换 群 或 阿 贝 尔 群 ， 阿 贝尔 (Abel) 曾经 
研究 过 一 类 方程 , 它们 的 理论 和 交换 群 的 理论 有 关 ， 很 显然 , 这 一 
类 寿 中 的 运算 和 我 们 所 习惯 的 数 上 的 运算 特别 相近 ; 在 后 面 我 们 
将 用 许多 的 篇 幅 来 对 阿 贝 尔 群 的 性 质 作 详 细 的 研究 . 

如 果 在 任意 群 G 中 , ЕЯ Е а 和 8 交换 律 能 满足 , 我 们 
就 说 这 两 个 元 素 可 换 . 

如 采 群 G 是 由 有 限 多 个 元 素 组 成 的 ， 那 本 这 个 群 就 称 为 有 限 
群 , 它 里 面 的 元 素 的 个 数 则 称 为 这 个 群 的 阶 ， 在 下 一 节 里 , 我 们 将 
要 证 明 任 意 阶 的 有 限 群 及 具有 任意 无 限 势 的 群 存在 . 

对 于 有 限 群 的 情形 , 可 以 在 群 的 定义 的 条 件 2) 中 只 铬 下 方程 

ax=b, ya=b (1) 
的 解 的 唯一 性 这 一 项 要 求 ,也 就 是 说 , 解 的 存在 可 以 作为 一 项 推论 
从 解 的 唯一 性 推 引 出 来 ， 事 实 上 ， 设 带 一 个 代数 运算 的 集合 GQ 是 
有 限 的 , Ни 个 元 素 组 成 ,并 设 在 这 个 集合 里 方程 (1) 的 解 ,如 果 它 
们 存在 的 话 ， 是 唯一 地 决定 的 ， 今 给 出 集合 G 中 的 两 个 元 素 和 
0.， 将 元 素 a МЛ | 6 中 的 元 素 x, 即 作 乘 积 oz， 并 命 了 遍历 
G 中 的 全 部 元 素 . 这 样 一 来 , 根据 我 们 所 作 的 假定 , 就 可 以 得 出 G 
中 %w 个 不 同 的 元 素 , 也 就 是 说 , 可 以 重新 得 出 G 中 的 全 部 元 素 ， 因 
此 ， 一 定 可 以 找到 一 个 元 素 z， 使 az 等 于 已 给 的 元 素 5， 这 样 ， 
式 (1) 中 第 一 个 方程 的 解 的 存在 就 被 证 明了 ， 第 二 个 方程 的 解 的 
НЕ Е А МЕНЯ. 
以 加 法 作为 运算 的 正 整数 集合 的 这 个 例子 表明 ， 在 无 限 群 的 


4 
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情形 ,对 条 件 2) 不 能 作 类 似 的 削弱 、 在 正 束 数 的 集合 里 ， 加 法 运 
算是 永远 可 以 进行 的 , 并 且 满 足 结 合 律 ; 道 运算 一 一 减法 一 一 也 是 
单 值 的 , 但 不 是 经 负 都 能 进行 ， 

现在 让 我 们 从 和 群 的 定义 出 发 ,证 明 几 条 最 简单 的 推论 ， 

ЛАС 中 取出 一 个 任意 的 元 天 а. НАЕ 2) т, О 
在 一 个 元 素 ез 使 aes。= 二 a， 并 有 旦 这样 的 元 过 是 唯一 的 ， 当 我 们 将 
2с а АЗ Е Е es 时 , es 这 个 元 素 起 着 单位 元 素 的 作用 ， 事 实 
上 ， 元 素 es 对 群 G 中 所 有 的 元 素 都 有 这 个 性 质 : 设 5 是 群 G 中 任 
意 一 个 另外 的 元 素 ,y 是 群 G 中 满足 等 式 ya = 的 元 素 , 由 条 件 2) 
可 知 y 这 样 的 元 素 是 存在 的 ， 将 等 式 ае, =а 的 两 端 同 时 从 左边 
乘 上 yy, 并 将 等 式 的 左 疾 运用 结合 律 , 我 们 就 可 以 得 出 bes。 二 5b5， 这 
样 ， 我们 就 证 明了 群 G 中 右 单 位 元 素 e ИЕН Ман 
所 有 元 素 x, 元 素 e 有 性 质 : хе =z， 

用 同样 的 方法 可 以 证 明和 群 G 中 左 单位 元 素 е" 的 存在 和 唯一 
性 ， 即 对 群 G 中 所 有 元 素 x, 元 素 e” 满足 条 件 ez 一 2 

Е, ле Пе" 是 相等 的 ， 这 可 以 由 等 式 ете =е' 和 
е’е’=е" 看 出 ， 这 样 ,我 们 就 证 明了 任意 一 个 群 刀 中 满足 条 件 

Xe 二 eX 二 X( 对 群 G 中 的 所 有 元 素 х) 
的 元 素 e 的 天 在 和 唯一 性 ， 这 个 元 素 是 群 G 的 单位 元 素 (参看 
$0, 我 们 用 记号 工 来 表示 它 ， 正 如 我 们 所 看 到 的 , 单位 元 素 和 群 
中 任意 元 素 可 换 ， 

其 次 , 从 条 件 2) 还 可 以 看 出 ， 对 于 一 个 已 给 的 元 素 4; 可 以 找 
到 两 个 元 素 a 和 а’, 使 其 满足 条 件 

аа =1, а'а=1, 


并 且 这 样 的 元 素 是 唯一 确定 的 .事实 上 ,a' па" роса 


6 aa’ =а" (аа) =а".1=а” 


53. # 15 
和 
а" аа = (а"а)а =1-а =а 
可 知 o =а. ЛЖ ВИ а 来 表示 , 并 把 它 叫 做 元 素 а 
的 着 元 素 。 因 此 ， 对 群 G 中 的 任何 一 个 元 素 a 都 存在 一 个 唯一 确 
ДЕВА а ЖЕ 
аа‘ =а 4 一 1。 
从 上 面 这 个 等 式 还 可 以 看 出 , 元 素 4 ”的 逆 元 素 就 是 元 素 0 本 身 ， 
也 就 是 说 , (а ) ”= 二 a， 且 每 一 个 元 录 和 它 自己 的 逆 元 素 可 换 . 其 
次 , 很 和 从 免验 证 ， 几 个 元 素 的 乘积 的 北 元 素 , 等 于 各 个 因子 的 着 元 
素 按 相反 的 次 序 的 来 积 , 即 
(ала: за.) ‘=ара а ат 

ВЕН СЕ, 就 是 单位 元 素 本 身 .， 

利用 逆 元 际 这 个 概念 ， 就 可 把 根据 条 件 2) 而 存在 的 适合 等 式 
ах =0 和 8 一 (а 和 2 是 已 知 的 元 素 ) 的 那 两 个 元 素 z У 用 明 
显 的 形式 写 出 来 。 事实 上 , 经 过 直接 的 验算 就 可 以 看 出 

х=а b, у=Ба’!, 

从 这 里 还 可 以 看 出 ,在 非 交 换 群 的 情形 ;, x 和 可 能 是 群 中 互 不 相 
同 的 元 素 ， 很 显然 , 在 阿 贝 尔 群 的 情形 这 是 不 可 能 的 . 

秋元 又 的 和 存在 和 了 崔 一 性 ,我 们 是 从 条 件 2) 中 推出 来 的 ， 而 事 
侨 上 ， 反 过 来 又 可 以 用 这 些 事实 来 代替 条 件 2)， 我 们 现在 就 来 证 
朋 这 一 上 后， 并 且 在 证 明 的 时 候 其 至 还 马 以 不 假定 单位 元 素 和 道 元 
Зе НЈНЕ — Е, 只 要 假定 它们 的 一 侧 存在 ( 璧 如 说 右 侧 存在 ) 就 行 . 把 
条 件 2) 作 这 样 的 前 弱 ， 有 时 候 能 够 使 我 们 便于 验证 一 个 已 知 的 带 
运算 集合 是 不 是 一 个 群 . 

如 采 G 且 一 个 常 有 满足 结合 律 的 运算 的 集合 ， 那 末 条 件 2) 可 
由 下 面 两 个 条 件 中 推出 : 

2 )G 中 至 少 存在 一 个 右 单位 元 素 е, 具有 性 质 
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ае=а (Чанта а); 
2) ЕС Нл НАНЕ ео 使 对 G 的 任意 
一 个 元 素 & 至 少 可 以 找到 一 个 右 逆 元 素 a ,具有 性 质 
аа‘ = ео. 
证 明 : 设 a 是 元 素 4 的 右 逆 元 素 之 一 。 将 等 式 ce `=еџ 的 
两 器 同时 从 左边 乘 上 ео, 我 们 就 得 出 
еђаа` =eveo=eo, 
И] 
evaa ' =aa 
将 这 个 等 式 的 两 端 同 时 从 右边 有 上 a 的 道 元 素 之 一 ， 就 可 以 
得 出 | 
еае, = &е,, 
НИЖЕ еса 二 4a， 这 样 一 来 , eo Ш О 中 的 左 单位 元 素 . 
ЯЕ р е 是 一 个 任意 的 右 单位 元 素 , ez 是 一 个 任意 的 左 单位 
ее, =е, 和 езе, = ез 
可 得 出 e:=ez， 这 样 就 证 明了 单位 元 素 的 唯一 性 . 
В аа “=e 的 两 端 同时 从 左边 乘 上 a !, 我 们 可 得 到 
а ‘аа 一 0 
再 将 这 个 等 式 的 两 端 同时 从 右边 乘 上 a 的 逆 元 素 之 一 ， 就 可 以 
得 出 a 'a=e, 这 就 是 说 ， 元 素 a ! 同 时 也 是 4 的 左 道 元 素 ， 现 在 
如 朱 аг жа 分别 是 元 素 4 的 任意 的 右 逆 元 素 和 左 逆 元 素 ， 那 
ЖЕ 
az 001 = (аз `а)аг`=а;!, 
азаа‘ =аз (аах!) =ат,, 
чот =, Ш, ИРЕН. 
Эр ФЕ 9 РДЕЛ Л) В ЖЕ ЦЕНА АЕ 2) 了 .为 了 满足 方程 
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ал =6, уа, 

只 要 令 z=o уба 就行， 这 个 解 的 唯一 性 ， 例 如 对 第 一 
个 方程 来 说 , 可 以 由 下 面 的 事实 看 出 来 : 如 果 алх, = ах 的 话 , 那 末 
将 等 式 两 端 同时 从 左边 乘 上 a” 之 后 即 得 出 x1 二 x 

Е, 利用 方程 (1) 的 解 的 唯一 性 ， 可 以 进行 左 侧 的 和 右 侧 的 
消去 法 : ЖЖ 

аб, =а5, 或 Баа, 

ПД 6, =6.. 

如 村 群 @G 可 以 同 态 地 (或 同 构 地 ) 映 到 带 一 个 代数 运算 的 集合 
G' 上 , ЖЖ C 也 是 一 个 群 . 

事实 上 ， 由 .上 市 中 所 证 明 的 结果 可 知 G' 中 的 运算 满足 结合 
律 ， 方程 (1) 在 G 中 有 解 ，G 中 的 单位 元 素 的 象 元 素 是 G' 中 的 单 
位 元 素 。 因此， 在 集合 G 中 人 条件 2) 和 2”) 能 满足 ,因而 根据 以 上 
ВТЕ, С 是 一 个 群 . 

特别 是 ， 群 G 对 它 的 任意 一 个 正则 分 解 的 商 集 是 一 个 群 ， 因 
此 ,在 以 后 我 们 可 以 说 群 G 对 其 正则 分 解 的 商 群 . 

上 区 来 所 证 明 的 那个 定理 ， 在 群 的 情形 变 成 下 面 这 个 非常 重 
要 的 同 态 定理 ; 

如 果 加 是 一 个 同 态 映射 ， 将 群 G 映 成 群 GO， 那 末 一 定 可 以 找 
到 群 G 的 一 个 正则 分 解 ,使 群 G" 可 以 同 构 地 映 到 群 G 对 这 一 分 解 
的 商 群 G 上 ， 除 此 之 外 ， 将 @ 映 到 区 上 的 同 构 上 映射 攻 还 可 以 这 
样 选择 ， 使 相继 进行 映射 Pp 和 幼 的 结果 刚好 和 将 群 G 映 到 商 群 如 
上 的 自然 同 态 映 射 相 吻合 ， 

关于 同 态 上 映射 , 我 们 还 要 作 一 个 按 语 . 

如 采 将 群 G 映 到 群 @G 上 的 同 态 映射 p 将 G 中 的 元 素 g 映 到 
Стил Жо: 


аф=а’, 
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Дл фа 的 宜 元 素 将 是 元 素 a 
a 9=a 


事实 上 ,我们 知道 1p =1， 如 果 令 a "p= 二 0', 就 有 
1ф = (аа) ф=аФ:а 0 一 GD， | 
也 就 是 说 ,a'5 =1', 由 此 即 有 六 =a 
ВУ ЛЕС "Ка 相等 的 % 个 元 素 的 乘积 ， 称 为 元 
да №) п ж ж, Еа" ла Юй Жар М ла В ЕЖ 
ЕВЕ О Е, РАБ. а 相等 的 元 素 的 乘积 ， 事实 
上 ,这 两 个 定义 是 彼此 吻合 的 : 
(a’) = (a ')", 
ЗЕ ЕВ АЕ, ЛЕ 21 个 因子 的 乘积 ， 其 中 前 2 个 因子 都 等 
于 4 其余? 个 因子 都 等 于 a !， 然 后 依次 抵消 就 行 ， 元 素 4 的 负 
各 我 们 记 作 а". 最后, 我们 约定 将 a? 理解 作 元 素 1. 
很 容 多 验证 ， 对 于 任意 正 的 ， 负 的 或 等 于 零 的 指数 % 和 mn， 
等 式 | 
а". а= д". дп аә", 


(а) " —а*" 


Бег. АЖ, А КО АГЬ. 
Аа @ ЛИТА ЛЕ Н ЛОН 20 6, ЯК а 4 


АЛЕ И ж, АОС а ААК АНЗ оС, 8 
如 说 ,， аё = 和 їр 521. 特别 在 有 限 倍 的 情形 这 样 的 情况 是 一 定 会 
出 现 的 ， 如果 27, И а’ '=1, 也 就 是 说 ， 元 素 a 有 等 于 1 的 正 
+. БП А а 的 窜 等 于 1 的 最 小 的 正 整 数 ,也 就 是 说 , 设 

1) | = 1, п>0; 

2) 如 时 а=1, >00, МИ Ёп. 
在 这 样 的 情形 我 们 就 说 ，a 是 一 个 有 了 眼 阶 元 素 , 它 的 阶 等 于 % ， 

如 果 元 素 a 的 阶 等 于 n , 那 末 很 容易 看 出 ,所 有 元 素 


пын А ОНИМИ У АСЫН 
EF Надаар тыы: при ААР АР [HL ыч: а к о И лы “hl 

- i -一 一 -一 

-hr ы 
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1, а, а****, а” | 


都 互 不 相符. 元素 a 的 任何 另外 一 个 靠 ， 不 论 是 正 畦 或 负 票 ， 都 
必定 和 些 这 元 素 当 中 的 一 个 相等 ,事实 上 , &Ё=па г, О<т<а, 
于 是 就 有 
а= (а") а" =а". 

从 这 里 还 可 以 看 出 , 如 果 元 素 а ВБА П а= 1 уі, ЖЕ — 
定 可 以 被 % ЖЕ. 

每 一 个 群 部 有 一 个 唯一 的 1 阶 元 素 , 这 就 是 单位 元 素 1, 有 限 
п 2 а Ной, 显然 就 是 元 素 a” 

在 一 个 有 限 群 里 ,所 有 元 素 的 阶 都 是 有 限 的 . 在 8 4 里 , 我 们 
将 要 证 明 也 存在 这 样 的 无 限 群 ， 其 所 有 元 素 都 是 有 限 阶 的 。 所 有 
元 案 帮 是 有 限 阶 的 群 称 为 周期 群 ， 男 一 方面 ,也 存在 那样 一 种 群 ， 
在 它们 里 面 除 单 位 元 素 之 外 ， 所 有 元 素 的 阶 都 是 无 限 的 ， 这 样 的 
妊 习 饥 叫 作 无 扭 群 ， 最 后 , 如 果 一 个 群 里 面 既 包 含 无 限 阶 元 素 , 也 
包含 不 等 于 单位 元 素 的 有 限 阶 元 素 ， 这 样 的 群 就 可 以 很 自然 地 称 
为 混合 群 . 

如 采 把 群 G 中 的 运算 称 做 加 法 ， 那 未 对 于 前 面 的 术语 和 记 呈 
也 应 作 茶 种 改变 ， 在 这 种 情况 ,正如 8 1 所 提 到 过 的 , 我 们 不 说 群 
里 面 有 单位 元 素 , 而 说 它 里 面 有 零 元 素 , 并 记 作 0. 除 此 之 外 , 元 素 
a 的 利 元 素 我 们 将 称 做 它 的 负 元 素 , 并 记 作 一 a， 我 们 也 不 再 说 元 
素 4 Н, 而 改称 做 它 的 倍 元 素 , 并 把 它们 记 作 ка. 


33а Baer 和 Leyi 的 公理 体系 
在 $3 里 已 经 指出 ， 群 可 以 用 不 同 的 方式 来 定义 ， 关 于 群 的 
定义 用 公理 来 刻画 的 各 种 问题 一 -足以 定义 群 的 尽 可 能 弱 的 公理 
的 问题 ,公理 的 独立 福 问 题 等 等 一 一 在 20 世纪 初时 ， 引 起 了 许多 
数学 家 , 其 中 多 数 是 美国 数学 家 (Moor Hantington, Dickson) 的 
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兴 址 ， 在 这 个 课题 上 的 研究 出 现 得 晚 一 些 ， 现 在 还 时 有 出 现 ， 最 
为 完整 的 结果 要 算是 Ваег 和 Levi[11, 我 们 将 在 这 一 节 里 加 以 内 
述 [ 参 看 补充 1. 1. 1, : 

在 $3 的 开始 所 给 出 的 群 的 定义 , 实际 上 由 七 条 公理 组 成 :三 
条 存在 公理 一 一 乘积 和 两 侧 商 的 存在 ， 三 条 相应 的 唯一 性 公理 以 
及 结合 公理 . 这些 公 理 彼此 独立 地 被 表述 如 下 . 

ЕВ а 里 ,三 个 (有 序 的 ) 元 素 ,4,5,c 由 关系 

а= Бс (1) 
КАЖ. НИЕ РЖ Е: ад ья сЗ, Ь жога 与 5 
的 左 商 , сж а уь. Жаа, КА 
ЕЕ: 

a。， 对 干 给 定 的 6 和 c ,至少 存 在 一 个 a ,满足 条 件 (1). 

Eh。、 对 于 给 定 的 a 和 cc ,至 少 存 在 一 个 656, 满足 条 件 (1). 

Eo。， 对 二 给 定 的 ga 和 65, 至 少 存 在 一 个 c ,满足 条 件 (1). 

Us。， 对 于 给 定 的 5 和 c ,至 多 存在 一 个 a ,满足 条 件 (1). 

U。 对 于 给 定 的 a 和 c ,至 多 存在 一 个 65, 满足 条 件 (1). 

U。， 对 填 给 定 的 a 和 和 5, 至 多 存在 一 个 6 ,满足 条 件 (1). | 

А. 如 末 在 GG 里 存在 形 如 (aas)as 的 元 素 ， 又 存在 形 如 
а; (ааз) 的 元 素 , 那 末 这 两 个 乘积 确定 这 个 集合 里 同一 个 元 素 . 

结合 公理 4 的 表述 不 包含 任何 关于 存在 性 和 唯一 性 的 断言 ， 
特别 , ВС КИЕ (ааз) аз 和 а, (азаз) 中 的 一 个 在 G ИВ Е 
义 , 而 为 一 个 没有 定义 ， 

上 述 七 条 公理 中 的 一 部 分 叫做 一 个 完备 系 ， 如 果 这 一 部 分 公 
理 即 足以 定义 群 ,也 就 是 说 ,如 果 其 余 的 公理 都 可 以 由 这 一 部 分 推 
ХН. 一 个 完备 的 公理 系 说 是 极 小 的 ， 如 果 从 其 中 去 掉 任 何 一 
ЖА, ЖЛЕ А. 我们 的 任务 就 是 要 建立 群 的 公理 的 一 切 
极 小 完备 系 . 
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今后 为 了 方便 起 见 , 把 上 述 前 六 条 公理 排 成 第 阵 的 形式 


Е. Е, Е, 
| ) (2) 
П. 0, 0. | 


设 之 是 公理 的 一 个 完备 系 ， 那 来 工具 有 下 列 性 质 1 一 4: 

І 之 包含 结合 公理 А, 

事实 上 ， 取 由 三 个 元 素 a ,b,c 所 组 成 的 集合 , 按 以 下 的 表 在 
其 中 定义 乘法 : 


а с 6 
Зе РЕ, ЕСИ У 所 得 的 乘积 记 在 x 所 在 的 行 与 y 
所 在 的 列 的 交 挟 处， 元 素 4。，5,¢ 中 每 一 个 恰 在 每 一 行 和 每 一 列 
中 出 现 一 次 , 因此 ， 移 阵 (2) 里 所 有 的 公理 都 成 立 ， 然 而 结合 公理 
不 成 立 : (аб)с=с4Н а(5с) =. 
2. 已 至 少 包含 矩阵 (2) 的 每 一 行 和 每 一 列 中 一 条 公理 ， 
下 面 关 于 定义 在 含有 两 个 元 素 a ，5 的 集合 上 的 运算 的 例子 
ЕВ, ЯНВ (2) 的 任意 一 行 或 任意 一 列 中 的 公理 独立 于 其 余 的 
公理 : 
аб Га p 
а |(а,65) (a,6) 


| 
д 


一 一 bi(a,b) (a,b) 
а 5b la 5b | а b 
аа а аа 6 
bib Б Ра р 6 (а, 6) 一 


这 里 记号 (o, 已 表示 运算 结果 是 两 个 元 素 а 和 8 ,而 记 旦 一 表示 没 
НЖЖ. 
在 所 有 这 五 个 例子 里 ， 公 理 4 都 成 立 ; 在 第 一 个 例子 里 公理 
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72,0,,0, ИЕ; 在 第 二 个 例子 里 В., Б,, В. ЖҮ: 在 第 三 个 例子 
Ж Е,,Е,,0,,0, 成立; ЖЕЩЛ Е,,Е,,0.,0, 成立 ; 在 
第 五 个 例子 里 百 ,五 ,Vi Do 成立, 而 在 每 一 个 例子 里 ， 其 余 公 理 
А В ЗУ. | 

3. ханы пжл. 

自然 数 加 法 的 例子 说 明 公 理 系 ,U0。,UVU。 和 UV 的 不 完备 性 . 
以 下 所 作 的 例子 说 明 , 任 何 一 个 公理 系 ， 如 果 在 年 阵 (2 ) 的 第 一 行 
里 只 包含 公理 如 ,一 定 是 不 完备 的 . 

首先 考虑 自然 数 的 一 切 序 对 的 集合 。 按 自然 数列 的 序 型 赋 与 
这 个 集合 一 个 次 序 , 对 于 两 个 对 (2 站) 和 (i2,j。) 来 说 ， 一 个 对 被 
认为 光村 刀 一 个 对 ， 如 果 它 里 面 的 较 大 元 素 小 于 另 一 个 对 里 面 的 
较 大 元 素 ; 具有 间 一 个 较 大 元 素 的 对 一 一 对 于 给 定 的 较 大 元 素 , 这 
样 的 对 只 有 有 限 个 一 一 ,随意 地 给 它们 排 定 一 个 次 序 ， 例 如 , 自然 
数 对 的 集合 可 以 如 下 给 予 次 序 : 

(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (1,3), (3,1), (2,3), (3,2), 

(3, 3), -*-* 

以 自然 数 按 其 通常 次 序 用 上 法 排 定 次 序 的 元 素 对 编 上 号 ,但 
№2. Ее, ЛЕНЬ, Л. 在 上 面 所 给 的 例子 
里 就 是 

[1,11=2,f1,21]=3,72,1]=4,12,21= 5, ·.. 
容易 确信 ， 对 于 任意 i 和} , 存在 着 严格 不 等 式 
1,3), >Я _ (3) 
现在 可 以 如 下 构造 所 求 的 例子 ， 取 一 个 可 数 集 , 它 由 元 素 
@1› CC29 аә" 
组 成 ， 令 
Ci Os Qj, (4) 


这 样 定 义 的 乘法 不 满足 公理 Е., 因为 不 能 用 元 素 а ЛЕ; 
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х «В ВТ, а.л= а, БН, И Е, ВЛ. ЖИ 
看 出 ， 公 理 如 О,,0,,0, ХЕ. МЕНЕ, НЕЮ 
例子 里 ， 乘 积 ee(asay) 和 (ceae)ay 不 能 同时 存在 ， 所 以 公理 4 成 
立 ， 事 实 上 , 每 一 个 元 素 至 多 可 能 是 一 个 乘积 的 左 因子 ， 因 此 , 如 
果 乘 积 as(asay) 和 aas 都 存在 ， 那 末 必 须 aray = 二 4p; 然而 由 (3) 和 
(4), 这 是 不 可 能 的 ， 

根据 左 除 与 右 除 的 对 称 性 , 可 以 类 似 地 证 明 ， 在 矩阵 (2) 的 第 
一 行 里 只 包含 公理 ,的 公理 系 也 是 不 完备 的 . 

4. 之 或 者 包含 关于 除法 这 在 的 两 个 公理 Е, д Е, Ж Ө, 
除法 唯一 性 的 两 个 公理 О 和 UU。. 

根据 上 面 所 证 明 的 性 质 2 ,我 们 只 需 证 明 , КРАНАА, Ес, 
Е.,0,, О 是 不 完备 的 , 或 者 公理 系 4,Bo,B。,Vo,U, 是 不 完备 的 . 
我 们 只 对 第 一 个 公理 系 来 证 明 ， 对 第 二 个 公理 系 的 证 明 可 以 利用 
对 称 性 得 出 . 

今 B 是 一 个 可 数 无 限 集 ， 令 了 L 表 示 B 的 一 切 这 样 的 无 限 子 集 
В 所 成 的 集合 : В 在 BB 中 的 余 集 B8AB" 也 是 无 限 的 .每 一 个 子 
集 B” 也 是 可 数 的 ， 从 而 可 以 通过 多 种 方式 与 B 建 立 相 互 单 值 映 
射 ， 对 于 型 的 一 切 B ， 一 切 这 样 的 喘 射 所 成 的 集合 记 作 到 ， 在 集 
合 多 里 ,定义 代数 运算 如 下 : Жо Шо 是 到 的 两 个 元 素 , 它们 
МНН В 和 В, ЊВ Е, ПВО ЛЕВ, Е 
过 д, ЗВ, Е, ЛИКА Ф, 和 Pa Bi АВ Е 
们 把 Bis МВ ЕЖА АНН НИНЕ pia， 并 且 定 义 为 pi 与 
Ф, 的 乘积 : 

ф!:>-—-ф!Ф.. 

映射 p12 属于 集合 四， 因为 集合 Bi ЖЕМ ВЕ, АЖ 

ВИВА ВВ, 因而 是 无 限 集 ;而 В. 本身 也 是 无 限 集 ， 
在 集合 @ 里 这 样 定义 的 运算 显然 满足 Bo 与 Vs. 容易 验证 这 
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个 运算 是 结合 的 .我 们 证 明 公 理 Е, 和 U6。 成立， 设 任意 给 定 外 中 
两 个 元 素 pa 和 giz, 它们 分 别 将 妃 和 Bis 映 到 B 上 . ЬЕ Вн 
Бал. 分别 用 2 和 pis 表示 Bs 和 Вр 中 这 样 的 元 素 , 它们 在 
映射 9 和 gi 之 下 被 映 成 6 .然后 取 这 样 一 个 子 集 Bi, 使 得 BC 
ВСВ, 并 且 两 个 余 集 Bi1ABis М ВИ В, 都 是 无 限 的 . Фо, 表示 
В. 到 BB 上 这 样 一 个 相互 单 值 映射 ,在 这 个 映射 之 下 ,每 一 元 素 bi。 
被 映 成 22， 而 余 集 BiABii 通过 某 一 种 方式 相互 单 值 地 映 到 
B/AB; 上 , 那 玉 Pi 属于 到， 并 且 党 式 p9192 二 is 成立， 因此 公理 
Еь 成立; 同时 我 们 也 看 到 , АО, 不 成 立 . 
Е ВЕ Г ФФ Фф. ТФ, 它们 分 别 将 集合 Bi 

7 В» АВЕ. 满足 方程 фа р 的 映射 ps 只 有 当 В, 含 于 
Bi 内 的 时 候 才 可 能 存在 ， 因 此 公理 8 不成立， 然而 假设 ps 存 
ТЕ. ПЛАЗ Е В РОЖЬ, БЕЛ Е Фі 之 下 的 象 , ШЕФ, 
之 下 ， 元 素 pi 被 喘 成 bs， 那 末 元 素 6, 应 该 被 Фо ЖЖ. ЖЖ 
证 明了 在 人 @ 中 公理 UV。 成立， 性 质 4 证 毕 . 

以 上 所 证 明 的 性 质 1 一 4 合 起 来 与 公理 系 的 完备 性 等 价 。 我 
们 有 以 下 定理 ; 

任意 一 个 具有 性 质 1 一 4 的 公理 体系 是 完备 的 

证 明基 于 以 下 三 条 3| 理 . 

5381 А94 А4А,0,,Е,,Е,2 9600. 

Кама 是 所 考虑 的 集合 G 的 任意 两 个 元 素 ， 根据 已 和 
Е. 存在 元 素 e, } 9,1 е4=4,е]}=4',4а9=} 于 是 

_ ф=е(49), {= (еФ)9. 

右 问 两 个 表示 式 存在 ,并且 根据 UV, 是 唯一 确定 的 ， 因 此 , 根据 公 
НА, 3-4, Мше =’. ЕЯ 是 集合 G 的 任意 元 素 ， 所 以 e 
是 G 的 一 个 左 单位 元 、 
_ АХ, ЖЕ 和 了 oo， 存 在 这 样 的 元 素 4, БЕ, #8 
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('4=е,4``1=@, @=й. 于 是 
d =ad (ак), k= ek= (4 `4). 

НО. ЖА, $41143 10, 1144 =. ИЕН ГЕЛ 
元 吉 乘 积 的 存在 , 名 公理 到 成立 .由 左 单位 元 和 左 逆 元 的 存在 就 
可 以 象 3 3 里 那样 ,证明 О, ЖО.. 

引 理 2 任何 一 个 包含 4,B8o,B,,Uo Ва, > Ес Хх, О 之 一 的 
公理 系 是 完备 的 . 

因为 没有 公理 О, 所 游 察 的 集合 G 中 任意 两 个 元 素 & 与 ec 的 
乘积 可 能 有 许多 值 . 因此 ,我们 约定 用 符号 bc 表示 这 些 值 的 全 体 ， 
如 果 元 素 а 是 5 乘 以 c 所 得 的 乘积 之 一 ,我 们 就 约定 用 符号 

рса 

来 表示 .， 如果 4, ПА 是 G 的 任意 两 个 子 集 , 那 末 就 用 АА, 表示 
G 中 所 有 由 4, 的 每 一 元 素 乘 以 4。 的 每 一 个 元 素面 得 到 的 结果 所 
组 成 的 集合 ， 显然 

(a) 知 4 二 4 А4.2А., И] А, А.2 А, А. 
其 次 ,由 公理 0.43 

(8) аВ5&, асэӣ, 则 Вэе, 
由 (得 出 ,如果 а6 ас, ШЬ=с. 

现在 来 证明 引 理 . 取 任 意 元 素 4 ， 我 们 证 明 ， 存 在 这 样 的 元 
зе, 使 得 4е>4. 如 果 我 们 的 公理 系 包 含 7。 的 话 , 以 上 所 说 是 显 
然 的 。 如 采 公 理 系 包含 , 那 末 由 如; 可知, 存在 一 个 e , 使 得 ed3 
4; 再 根据 (a) ,得 ded 二 4, 于 是 由 0, 得 Le3d. 

如 果 于 是 为 外 一 个 元 素 , 那 末 def 二 df、 由 (8) 得 ,ef3f， 再 
根据 Е,, 存在 元 素 9g ,使 得 gf34, 从 而 

gfe—dedd, 

十 是 岂 ( 有 得 出 , feSf, 即 元 类 。 对 于 G 的 所 有 元 素来 说 ， 既 是 左 
单位 元 又 是 右 单 位 元 ， 胃 由 公理 VU。 可 以 推 得 元 素 е 的 唯一 性 , 
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现在 设 ее5й. Щейэй 再 根据 U6, КИ ће, 即 ее= е, Ж 
次 ,如果 еєэв, ЯЖ ef= еее. Б СВ) а= у, 即 
对 于 一 切 f 都 有 е/={. 然而 我 们 暂时 还 不 能 用 等 式 来 代替 包含 
关系 fe3j 由 公理 丈 ,存在 元 素 广 ,使 得 рее. Ре РРР Э 
ef 一 f .又 因为 ‘еэр', 所 以 由 (及 得 
ff Se. 
НИ, 7с 是 由 元 素 了 唯一 确定 的 ， НАУ, МИН 
f (f° ) Зе. 
又 因为 ‘}Эе, ВАН (В) (7! =}. 
现在 设 大 337， 则 ЧИ 7Ъе, НН (В), ре, № 
而 得 出 
| У О 
于 是 由 公理 7。 我 们 有 
171=е, [= е1. 
再 由 1 /5е= ее, ЖЗ (В) 推出 7= e， 即 对 于 一 切 了 都 有 了 六 = 
е, Л; КЛ, ПН 
f° f=。. 
现在 设 cEa， 那 未 
c=ec=b фе. 
于 是 根据 О, ла 由 元 素 5 和 cc 唯一 确定 , 即 公理 7, 成 立 ， 由 
$3 可 知 , 单位 元 和 逆 元 存在 .现在 就 可 以 认为 引 理 2 ЕЕ. 
利用 左 除 与 右 除 的 对 称 性 , ВАЕ ЕБВ. 
9383 任何 一 个 包含 4 五 万 1 再 包含 玉 或 To 之 一 的 
公理 系 是 完备 的 . 
现在 可 以 毫 无 困难 地 证 明 , 性 质 1 一 4 对 于 公理 系 的 完备 性 来 
说 是 充分 的 ， 带 实 上 ,任何 一 个 具有 性 质 1 一 4 的 公理 系 至 少 应 该 
包含 下 列 五 个 子 系 之 一 : 


ne eh ep " 
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Е, Е, Е. В, Е, Е, Е, Во 
LU О, 0, 
Ба ЕЁ Ра Е, 
А, ; 4， * 
(7, (с О, (с, 


由 5| 理 1 一 3 容易 推出 ,这 五 个 子 系 中 每 一 个 都 是 完备 的 .同时 我 
们 也 看 到 , 这 些 公理 系 都 是 最 小 完备 系 ， 因 此 就 证 明了 , 在 群 定义 
的 七 条 公理 中 ,可 以 组 成 五 个 不 同 的 最 小 完备 系 。 自然 ,最 有 趣 的 
是 第 一 个 公理 系 , 它 告诉 我 们 , 乘积 的 存在 是 乘积 的 唯一 性 和 两 例 
商 的 存在 以 及 结合 律 的 必然 结果 . 

大 于 处 理 这 个 问题 的 另 一 种 方法 ， 可 以 参看 了 ,Lorenzen 
[1]. 


$4. 群 的 例子 

这 一 节 里 我 们 将 要 举 出 几 个 最 简单 的 群 的 例子 ， 这 些 例子 下 
闻 经 常 要 5| 用 到 , 在 大 多 数 情 形 下 , 验证 群 的 定义 中 各 项 要 求 是 否 
满足 , 这 项 工作 多 半 留 给 读者 去 做 , 

1， 人 金 体 整 数 对 加 法 运算 组 成 一 个 群 一 一 整数 加 法 群 ， 这 是 
一 个 阿 贝 尔 群 ,在 它 里 面 零 这 个 数 起 车 单位 元 素 的 作用 ， 除 零 外 ， 
这 个 群 里 所 有 元 素 都 有 无 限 阶 ,也 就 是 说 ,这 个 群 是 一 个 无 扭 群 

a， 用 同样 的 办 法 可 以 得 出 全 体 有 理 数 的 加 法 群 ,全 体 实数 和 
全 体 复 数 的 加 法 群 . 

3， 全 体 偶 数 对 加 法 组 成 一 个 群 ， 这 个 偶数 加 法 群 和 整数 加 
法 群 ( 例 1 ) 同 构 . 事实 上 , 将 每 个 偶数 284 员 成 整数 天 的 映射 是 一 个 
同 构 映射， 茶 一 整数 %w 的 倍数 的 全 体 ,也 对 加 法 组 成 一 个 群 .奇数 
的 集合 对 于 加 法 运算 已 经 不 能 成 为 一 个 群 ， 因 为 这 个 运算 会 使 我 
们 超出 集合 的 范 转 ， 全 体 非 包 整 数 私 集合 对 于 加 法 也 不 能 组 成 一 
个 群 , 因为 在 这 个 集合 里 逆 运 算 一 一 减法 一 一 不 能 无 限制 所 进行 . 
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4， 整 数 对 于 乘法 不 能 组 成 一 个 群 , 因为 道 运算 一 一 除法 一 一 
不 能 经 常 进行 ， 对 于 乘法 来 说 , 全 体 有 理 数 也 不 能 组 成 一 个 群 , 因 
为 不 能 用 去 去除 人 金 体 不 等 于 零 的 有 理 数 对 委 法 来 说 组 成 一 个 
ДЕ Е А Е ХТ Ниле 1. 这 个 群 里 面 的 数 
一 1 的 阶 是 2 ,所 有 其 余 异 于 单位 元 的 数 是 无 限 阶 的 . 

5， 也 可 以 说 正 ( 异 于 堆 ) ЖА КЛЕИТЬ 
式 同 态 地 映射 到 整数 加 法 群 上 :任何 正 有 理 数 a 能 写成 形式 

&= 2"0’, 
此 处 , 数 а 的 分 子 和 分 母 与 数 2 互 素 , 而 整数 % 大于、 等 于 或 小 干 
>. ВАЛ ии 就 是 所 要 求 的 同 态 映 射 ， 注 意 , 对 乘法 来 说 负 有 理 
数 已 经 不 组 成 一 个 群 ， 

6， 爹 体 姑 于 零 的 (或 全 体 正 的 ) 实数 , 与 全 体 蜡 于 零 的 复数 对 
二 乘法 也 同样 各 组 成 一 个 群 ， 如 在 8$ 2 已 指出 的 , 应 记得 正 实数 乘 
法 群 和 全 体 实数 加 法 群 同 构 ， 

7. 数 1 和 一 1 对 于 数 的 乘法 运算 组 成 一 个 群 一 -二 阶 有 限 
群 ， 如 在 $2 曾 提 到 过 ， 整 数 加 法 群 可 同 态 映 射 到 这 个 群 上 .全 
体 非 专 实 数 乘法 群 也 能 同 态 映射 到 它 上 一 一 规定 所 有 正 数 对 应 数 
1, 所 有 人 负数 对 应 数 一 1 就 行 了 . 

8.，1 的 % 次 根 的 全 体 复数 ， 对 于 乘法 组 成 一 个 % 阶 有 限 群 . 
ХДЕ ИНАЯ. ДЕВОН НЕ. 
КЕ, 1 的 所 有 %% А, ВЕНА, ШН 1 уп к 
Е. 

9， 工 的 任何 次 根 的 全 体 复 数 , ХРЕН А; 这 是 全 
体 单 位 根 群 ， 它 有 无 限 多 元 素 , 然而 所 有 元 素 都 是 有 限 阶 的 , 是 个 
周期 群 . 

10、， 绝 对 包 等 于 1 的 全 体 复 数 对 于 乘法 组 成 一 个 群 ， 这 个 群 
与 圆周 旋转 群 辐 构 ， 让 我 们 考察 加 周 以 反 时 针 方 向 绕 其 中 心 的 金 
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ем 9 
ИА. ЯН ле Бена, ЗН. 
一 般 地 ， 角 度 为 2л 倍数 的 彼此 不 同 的 任何 两 个 旋转 我 们 认为 同 
一 的 . 用 以 下 方式 在 这 个 旋转 的 集合 中 定义 群 的 运算 : 两 个 旋转 的 
和 认为 是 它们 接连 施行 的 结果 ; 显然 , 角度 为 a 与 8 的 旋转 之 和 ， 
ж а 8<2л7 时 ,是 角度 为 aT+B 的 旋转 ;在 a 十 hb 之 27 时 ,是 角度 
为 a 二 8 一 2x 的 旋转 ， 易 于 检验 这 里 得 到 的 是 个 群 ， 这 个 群 到 上 
述 绝对 值 等 于 1 的 复数 乘法 群 上 的 同 构 对 应 ， 只 要 在 角度 为 K 的 
旋转 和 以 а 为 辐 角 的 复数 间 建 立 对 应 就 可 得 到 ， 

上 面 所 考察 的 群 都 是 交换 的 .现在 我 们 来 看 非 交 换 群 的 例 
Ф. 

11、% 个 符号 的 例 体 置换 ,把 在 $1 里 所 定义 的 置换 乘法 作 
为 群 的 运算 , 组 成 一 个 群 5, 一 一 % 次 对 称 人群 ， 这 是 n! 阶 有 限 群 . 
在 n 宇 3， 它 是 非 交 换 的 ， 事 实 上 ， 在 $1 证 明 过 置换 滋 法 的 结合 
律 , 并 且 表 明 恒 等 置换 起 着 单位 元 素 的 作用 ; 置换 


а 2... ") 
а; (0. че On 
|“ До 。…， Д, 

1 2... п]. 


12. Е КСР ОО, 1: л>, Ап Ау 
为 奇 与 偶 两 类 ， 并 且 每 类 各 有 -地 xl 个 ， 各 种 可 能 的 定义 中 我 们 讲 
这 样 的 一 种 定义 : 如 果 置 换 可 分 解 为 偶数 个 对 换 之 积 ， 则 称 为 偶 
Е; 而 在 相反 的 情形 , 则 称 为 厅 置 换 。 由 此 推出 ,两 个 偶 置换 的 


的 逆 元 素 是 置换 


1) ”例如 ,参看 库 洛 什 A，IT，Kypown) 落 “高 等 代数 教程 "，( 有 中 译本 ， 柯 五 译 ， 
高 等 教育 出 版 社 ，1955 年 8 月 新 一 版 ) 第 六 版 ，§ 3， 在 那里 还 能 找到 在 下 面 要 屡次 利 
用 的 分 解 置换 为 对 换 的 积 和 分 解 置 换 为 相互 独立 的 循环 置换 的 积 ， 
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积 是 偶 置换 .因为 模 等 置换 显然 是 偶 的 ， 个 置换 的 逆 置换 也 是 个 
的 , 所 以 我 们 得 到 用 А, АА п КААН 它 电 做 多 次 交 


错 群 ， 这 是 一 个 24 阶 有 限 群 , 在 224, 是 非 交 换 的 ， 


2 次 奇 置换 已 经 不 能 组 成 一 个 群 ， 因为 两 个 奇 置换 的 积 已 是 
ЕНЕ. 

现在 易于 检验 , 存在 将 群 5; 映 到 例 7 所 述 二 阶 群 上 的 同 态 映 
射 ; 每 个 偶 置 换 应 规定 对 应 数 1 ， 每 个 奇 置换 应 规定 对 应 数 一 1. 

13。 取 某 个 集合 对 ， 并 游 虚 它 到 其 自身 上 的 所 有 可 能 的 相互 
单 值 映射 因为 接续 施行 两 个 这 样 的 映射 重新 给 出 集合 以 到 其 自 
身上 的 一 个 相互 单 值 上 映射， 因而 在 这 映射 集合 中 接续 施行 就 是 我 
们 所 要 的 运算 ， 它 的 结合 律 在 8$1 曾 证 明 过 , 恒 等 映射 是 单位 元 
素 , 对 所 有 的 映射 都 存在 逆 映 射 . 因此 我 们 得 到 集合 用 到 其 自身 上 
的 全 体 相 互 单 值 映射 群 Sx.， 如 设 集合 对 是 有 限 的 , 且 由 % 个 元 素 
组 成 , 则 我 们 的 群 成 为 % 次 对 称 群 。 显 然 ， 假 车 集合 性 和 XH' 有 同 
一 的 势 , 则 群 бы 和 群 Sy, 同 构 . 

这 个 例子 很 重要 ,因为 在 群 的 应 用 中 常常 出 现 所谓 交 换 群 ,这 
就 是 茶 个 集合 叶 到 其 自身 上 的 相互 单 值 的 映射 群 ， 而 以 接续 施行 
映 负 作为 这 个 群 的 乘法 ， 诚 然 , 通常 我 们 不 考察 全 体 这 样 的 映射 ， 
而 仅 考 靠 某 些 具 有 给 定 附 加 性 质 a 的 映射 ,或 简称 为 a- 变换 “为 
要 集合 М 的 所 有 a- 变换 组 成 一 个 群 ， 显 然 ， 满 足下 两 条 件 就 
够 了 : 

1) 两 个 - 变换 的 积 必须 具有 性 质 а; 

2) cx- 变换 的 逆 映 射 必须 具有 性 质 о, 

这 个 注音, 在 淮 绎 以 后 的 例子 时 将 用 到 , 那些 例子 的 每 一 个 都 
是 菏 个 集合 内 在 车 性 质 & 条 体 下 的 爹 体 oa- 变换 群 . ЕЛЕ 5256 
例子 中 ,乘法 永远 被 了 解 为 接续 施行 映射 . 
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14. 取 势 为 吐 的 无 限 集合 ， 并 仅仅 考察 这 个 集合 到 其 自身 上 
的 这 样 一 些 相 互 单 值 的 映射 , 这 种 映射 的 每 一 个 , 实际 上 只 变动 有 
限 个 符号 ， 虽 然 这 个 数目 也 可 能 任意 的 大 ， 这 些 映射 组 成 一 个 努 
为 驶 的 周期 群 , 称 做 势 为 装 的 对 称 群 .因为 在 此 处 所 考察 的 映射 能 
够 采用 上 面 给 出 过 的 置换 的 奇偶 性 的 定义 (为 此 , 只 要 考察 实际 上 
变动 了 的 符号 ), 由 类 似 的 方法 我 们 得 到 势 为 0 的 交错 群 . 

15。 让 我 们 考察 实数 域 上 (或 一 般 地 任意 域 上 ) п 
А], 这 个 空间 的 非 退 化 线性 变换 对 乘法 组 成 一 个 群 , М па 时 是 
非 交 换 群 ; 从 高 等 代数 教程 知道 ,在 非 退 化 线性 变换 和 % 阶 非 退化 
方 阵 之 加 存在 相互 单 值 对 应 ， 变 换 的 积 对 应 于 相应 方 阵 的 积 。 因 
此 , 我 们 的 辞 和 % 阶 非 退 化 方 阵 夹 法 群 同 构 ， 注意, 每 个 这 样 的 群 
同 态 地 映射 到 异 于 零 的 实数 乘法 群 上 : 规定 每 个 方 阵 对 应 它 的 行 
列 式 ,并 考虑 到 方 阵 乘积 的 行列 式 等 于 其 因子 行列 式 的 乘积 , 就 可 
得 到 证 明 . 

16， 二 维 欧 氏 空 间 的 运动 组 成 一 个 群 ， 保 持 给 定点 不 动 的 那 
种 运动 , 即 是 围绕 这 不 动 点 的 旋转 , 也 是 如 此 . 

17。 欧 氏 空 间 的 这 些 旋转 ， 使 给 定 立方 体 以 其 中 心 为 不 动 点 
到 其 目 身 上 的 了 映射， 组 成 一 个 群 ， 这 个 立方 体 的 旋转 群 是 有 限 阶 
的 , 因为 它 的 元 素 相互 单 值 地 对 应 立方 体 顶 点 集合 的 某 个 置换 ,并 
Н Р, 它 是 非 交 换 群 ， 用 类 似 的 方法 , 我 们 同样 可 定义 其 他 
的 正 多 而 体 的 旋转 群 
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ЕСА ТВЕА НУРЕ С 中 的 运算 也 构成 一 个 群 ， 那 末 
互 称 为 @G 的 子 群 . 

为 了 断定 群 G 的 ( 非 空 ) 了 于 集合 如 究 况 是 不 是 群 G 的 子 群 ,只 
要 验证 下 列 两 后 就 够 了 : 

ЕН ИЕН УЕ КСЕНИЯ; 

2) ДЕН, БН лЕжыу—, еда ил: 
55. 

事实 上 ,因为 结合 律 在 群 G Ног, РЕНИ; 
而 集合 鼠 是 非 空 的 , 同时 又 由 于 性 质 2 和 了 蕊 ， 于 征 群 G 的 日 位 元 
素 也 属于 总 . | 

在 有 限 群 及 一 般 的 周期 群 的 情形 , 验算 性 质 2) 实 是 多 余 的 . 
实际 上 , АЖ п ЮЗ а ЖЕН, ВЖ, 由 于 性 质 О, ЖН 
然 包含 元 素 а КУН Е Е, 因此 ,也 包含 元 素 4”“， 即 a Ви 
元 素 ， 整 数 加 法 群 及 其 正 整数 部 分 集合 这 个 例子 ， 说 明了 在 一 般 
情形 下 有 必要 来 验证 性 质 2). 

我 们 春 重 指出 , 在 子 群 的 定义 里 ,要求 群 G 的 子 集合 对 定义 于 
а 中 的 运算 成 为 群 , 这 子 集合 才 算 是 子 群 ,而 不 能 说 群 G 的 几 是 自 
成 其 为 群 的 任何 子 集 合 都 是 子 群 。 例 如 ， 正 有 理 数 的 集合 对 乘法 
构成 一 个 群 ， 且 作为 一 个 子 集合 包含 在 由 所 有 有 理 数 所 组 成 的 加 
法 群 内 , 但 当然 不 是 这 个 群 的 子 群 ， 

“НЕСИТЕ Тен: 如果 于是 G ВФ, 
ШС х САТ, ША САТЕ, 

群 G 中 ， 由 一 个 元 素 1 所 组 成 的 子 集合 ， 显 然 是 这 个 群 的 子 
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群 ， 这 个 子 群 称 为 群 G 的 单位 子 群 ,并 记 作 召 ， 在 另 一 方面 , 群 G 
本 身 也 是 它 自 己 的 子 群 ， 任 何不 等 于 整个 群 的 子 群 都 称 为 这 个 群 
的 真子 群 . 

在 $4 里 所 举 出 的 群 中 ， 有 许多 是 在 同一 节 中 所 述 其 他 群 的 
子 群 ， 例 如 , 偶数 加 法 群 是 全 体 整数 加 法 群 的 子 群 , 而 后 者 又 是 全 
体 有 理 数 加 法 群 的 子 群 ， 所 有 这 些 群 ， 和 一 切 由 数 所 组 成 的 加 波 
群 一 样 ， 都 是 复数 加 法 群 的 子 群 . 正 有 理 数 乘法 群 和 由 1 与 一 1 两 
个 数 所 组 成 的 乘法 群 ， 是 由 所 有 不 等 于 零 的 有 理 数 所 组 成 的 乘法 
ВЕРЕ. п 次 交错 群 是 同 次 对 称 群 的 子 群 ， 由 某 一 集合 有 的 所 
有 %- 变换 所 组 成 的 群 ， 其 中 包括 在 8 4 例 14 一 17 中 所 讨论 的 群 ， 
都 是 由 集合 М 到 其 本 身 的 一 切 相互 单 值 映射 所 组 成 的 群 Sw 的 
子 群 

上 一 段 中 所 引述 的 第 一 个 例子 表明 ， 一 个 群 的 真子 群 可 能 和 
这 个 群 本 身 同 构 ， 一 一 在 $4 中 已 经 建立 了 整数 加 法 群 和 偶数 加 
法 群 间 的 同 构 ， 不 难 理解 ,没有 一 个 有 限 群 能 和 它 的 真子 群 同 构 ， 

在 群 G 到 倍 上 的 一 个 同 态 (特别 是 同 构 ) 映 射 p 之 下 ， 群 G 的 
子 群 4 被 映 到 群 人 的 一 个 子 集合 也 上 ,上 映射 p 是 4 的 一 个 同 态 ( 特 
别 是 同 构 ) 上 映射 ， 因 此 ， 根 据 8 3 中 所 证 ， 集 合 互 对 在 到 中 定义 的 
运算 构成 一 个 群 , 也 就 是 说 , 它 是 这 个 群 的 一 个 子 群 ， 我 们 说 ， 和 群 
G 的 这 个 同 态 映 射 产生 了 G 中 所 有 子 群 的 同 态 映射 

如 果 已 经 给 定 两 个 群 G 和 0G', 且 群 G' 和 群 G 的 一 个 子 群 瓦 同 
构 , 那 末 就 说 群 G' 可 同 构 地 喘 入 群 G 内 ,或 者 说 群 G' Т С 
内 、 在 鼠 和 G 相 重合 这 一 特殊 情形 下 ， 就 说 G' 可 同 构 地 映 到 群 G 
上 ， 然 而 这 里 必须 注意 一 点 , 即 群 G' 一 般 说 来 可 由 多 种 不 同 的 方 
式 同 构 地 映 到 五 上 ， 除 此 以 外 ， 子 群 瑟 也 不 一 定 是 群 G 中 唯一 和 
ЕС 同 构 和 的 子 群 ; 群 G 中 所 有 和 G' 同 构 的 子 群 彼此 同 构 , 但 他 们 
是 群 G 中 互 不 相同 的 子 集合 ， 因 此 在 群 G 内 部 对 这 些 子 群 必须 予 


Л ЯН ЛИНН 
ГЛЕБ 91]. ЗЕЕ С 作 任何 一 个 同 构 映 射 , 使 它 上 映 到 群 G 的 与 它 
同 构 的 一 个 子 群 上 , 这 样 的 映射 只 能 给 出 将 群 4' 嵌入 群 G 中 的 各 
种 可 能 方法 中 的 一 种 . 

现在 让 我 们 取 %n 次 对 称 群 8, 作为 例子 来 考察 这 个 问题 . 如 
果 儿 是 % 个 (要 进行 置换 的 ) 符 号 1,2,…, ?中 的 一 个 ， 则 群 5, 中 
所 有 使 i 不 动 的 置换 组 成 5, 的 一 个 子 群 . КТР, 即 2 一 
1 次 对 称 群 同 构 。 因 此 可 以 说 ，?2 一 1 次 对 称 群 可 内 入 妈 次 对 称 群 
内 ;同时 还 可 以 看 出 , 群 8。 包含 % 个 彼此 互 异 的 与 群 8。, 同 构 的 
子 群 

如 采 已 知 两 个 群 4 和 B， 且 其 中 每 一 个 群 与 男 一 群 的 某 一 个 
真子 群 同 构 ， 从 这 个 事实 并 不 能 像 我 们 可 能 预想 的 那样 ， 推 出 这 
两 个 群 本 身 彼此 同 构 ， 从 这 里 只 能 推出 每 一 个 群 都 和 自己 一 个 真 
子 群 辐 构 ,而 这 一 点 对 我 们 来 说 已 经 不 是 什么 想像 不 到 的 事 了 , 事 
实 上 , 若 | 
A~B'CB 
且 霹 在 群 8 同 构 地 映 入 群 4 时 , 子 群 B' 映 到 子 群 4”", ПА’ ЖЕ 
和 4 本 身 同 构 的 子 群 . 

下 面 的 定理 表明 , 有限 对 称 群 实际 上 穷尽 了 所 有 有 限 群 . 

Cayley 定理 ”任何 一 个 % 阶 有 限 群 都 和 % 次 对 称 群 的 一 个 
子 群 同 构 . 

事实 上 ， 假 设 群 G 有 阶 数 %n， 且 这 个 群 的 元 素 可 按 一 定 次 序 
记 作 

а\› 42° **, ал. (1) 

如 采 20 是 群 G 内 任意 一 个 元 素 ,， 则 所 有 乘积 ai8= а (1=1,2,.-, 
п), 也 就 是 说 ,元 素 系 
Gp8 aes" Opn (2) 


仍 又 包含 群 G 中 所 有 元 素 ， 而 与 (1) 不 同 之 处 仅 在 于 元 素 的 次 序 ， 


$5. Ф 群 35 


1 2... ц 
е, © 
与 元 素 相对 应 ， 对 群 @ 中 每 一 个 元 素 ， 用 这 一 方法 可 使 一 个 完 
全 确定 的 7 次 置换 与 之 相对 应 ， 和 不 同 元 素 相 对 应 的 置换 也 彼此 
不 同 ， 因 为 由 68= ai2 即 可 得 出 5=b .现在 让 我 们 求 出 和 乘积 
бс 相对 应 的 置换 , 这 里 “是 群 4 中 一 个 元 素 ， 如果 和 元 素 对 应 


的 置换 是 
(^ В» .-. ") (4) 
Уг Уг *** У 
也 就 是 说 , 如果 ap,c== а,,, 则 由 
ai(be) = apc= ay, 
可 以 看 出 ,和 元 素 bc 对 应 的 置换 是 
12. п 
И уә" ") 
这 个 置换 显然 是 置换 (3) 乘 上 置换 (4) 的 积 。 这样 就 证 明了 群 G 可 
АЕ] АВА ЛЕ 5,。 群 5 中 和 GG 对 应 的 子 群 显然 具有 下 述 性 
质 , 这 个 子 群 的 阶 数 等 于 置换 中 符号 的 个 数 ; 除 单位 置换 以 外 , 这 
个 子 群 中 的 任何 置换 实际 变动 了 每 一 个 符号 ， 对 称 群 的 这 样 一 种 
РЕЖ) + д] 3- #. 

由 Cayley 定理 和 一 个 有 限 群 只 能 具有 限 多 个 子 群 这 样 一 个 
明显 的 论断 , 可 以 推出 , 阶 数 % 为 一 定 ， 但 互 不 同 构 的 有 限 群 只 有 
有 限 多 个 。 因 此 ,所 有 互 不 同 构 的 有 限 群 的 集合 , 是 可 数 多 个 有 限 
集合 的 和 , 因而 是 一 个 可 数 集合 . 

Cayley 定理 可 推广 于 无 限 群 ， 任何 一 个 势 为 允 的 群 , 都 和 一 
Л А ЕА ЛАА А 6 中 一 个 子 
和 群 同 构 (参看 §4, 例 13)， 事 实 上 , 上 面 的 证 明 在 这 里 完全 适用 ,只 


现在 可 使 置换 
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有 一 项 断言 ， 即 用 元 素 5 右 乘 群 中 所 有 元 素 后 能 仍 又 给 出 这 个 群 
中 所 有 元 素 这 一 点 , 还 需要 作 一 些 补充 的 考虑 ; 然而 这 一 点 可 由 左 
侧 商 在 在 这 一 公理 立即 推出 . 

子 群 的 概念 是 群 论 中 一 个 基本 概念 ， 群 论 的 全 部 内 容 都 在 或 
大 或 小 的 程度 上 和 子 群 的 问题 有 关 ; 如 关于 具有 特别 性 质 的 子 群 
的 存在 的 问题 ,天 于 能 典 入 一 个 已 知 群 中 的 群 的 问题 ,关于 决定 一 
个 冬 中 各 个 子 群 的 相互 位 置 的 某 些 性 质 的 问题 ， 以 及 根据 一 个 群 
的 子 娃 来 构成 这 个 群 的 方法 等 问题 就 是 ， 某 些 特殊 类 型 的 群 的 区 
分 也 主要 是 和 子 群 的 概念 有 关 ， 


3 6， 生 成 系 。 御 环 群 

群 G 中 任意 两 个 子 群 豆 和 罗 的 交 不 可 能 是 一 个 空 集合 ， 因 为 
群 G 中 任何 一 个 子 群 都 包含 元 素 1 ， 这 个 交 实 际 上 是 群 G 的 一 个 
子 群 ;如 果 了 DD 是 子 群 吾 和 了 的 交 , р= Н ПЕ, 且 设 元 素 4 和 bb 属于 
Р, 则 这 两 个 元 素 的 乘积 和 他 们 的 逆 元 既 包 含 在 五 内 ， 又 包含 在 下 
рч, 因而 也 同样 属于 忆 . 

如 采 在 群 G 中 所 给 出 的 不 是 两 个 , 而 是 任意 有 限 多 个 , 或 者 其 
人 至 征 无 限 多 个 子 群 ， 则 所 有 这 些 子 群 的 交 中 任意 两 个 元 素 的 乘积 
包含 在 这 些 子 群 中 的 每 一 个 肉 ， 因 而 包含 在 他 们 的 交 内 ， 对 于 道 
元 来 说 , 这 个 事实 也 是 正确 的 .因此 , 群 G 中 任意 一 组 子 群 的 交 是 
这 个 群 的 子 群 ， 这 样 , 群 G 中 所 有 子 群 的 交 显然 就 是 单位 子 群 妃 . 

РЕМ ее а 中 任意 一 个 非 空 子 集合 ， 群 G 中 包含 到 中 所 有 
元 素 的 一 切 子 群 一 一 群 G 本 身 当 然 是 这 样 的 子 群 之 一 一 一 的 交 ， 
称 为 由 集合 型 所 生成 子 群 ， 并 用 记号 {M)} 来 表示 .这 个 子 群 显然 
包含 在 群 G 中 和 任何 一 个 含有 整个 集合 以 的 子 群 之 内 . 

如 采 子 集合 用 是 由 一 个 单独 的 元 素 a 所 组 成 的 ， 则 由 它 所 生 
成 的 子 群 {la} 称 为 元 素 a 的 稍 环 子 群 ， 元 素 a 的 各 次 稳当 然 属 干 
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0) 5 但 是 元 素 o 和 а" ВЕ а", 而 元 素 а" Вуй 
元 即 是 a "(参看 8S3)， 所 以 这 些 逢 本 身 组 成 一 个 子 群 , 由 此 可 知 逢 
环 子 群 {Q} 由 元 素 a 的 所 有 的 暴 所 组 成 ， 这 个 事实 表明 , ил 
a 是 一 个 无 限 阶 元 素 , 则 循环 子 群 {a} 是 一 个 可 数 子 群 , 而 在 元 素 а 
的 阶 数 为 有 限时 , Ша) 为 有 限 群 ， 在 后 一 种 情形 下 , 子 群 {a} 的 阶 
即 等 于 元 素 а 的 阶 . 

和 本 身 的 一 个 循环 子 群 相 重合 的 群 ， 也 就 是 说 ， 由 本 身 的 一 
个 元 素 的 幕 所 组 成 的 群 , 称 为 循环 群 ; 这 样 的 元 素 , ТАН 
个 循环 群 的 ， 称 为 这 个 群 的 生成 元 ,很 显然 ， 任 何 循环 群 都 是 交 

整数 加 法 群 是 无 限 循环 群 的 一 个 例子 一 一 它 的 生成 元 是 整数 
1; 而 由 % 次 单位 根 (%w 二 1,2,…) 所 组 成 的 乘法 群 则 是 有 限 循 环 群 
的 例 了 于， 下面 的 定理 表明 ， 这 些 例子 实际 上 已 经 穷 举 了 所 有 的 循 

所 有 无 限 箱 环 群 彼 此 同 构 ; 具有 给 定 阶 数 色 的 所 有 有 限 御 环 
群 也 彼此 同 构 , 

事实 上 , 如 果 取 任何 一 个 元 素 а“, 使 整数 有 和 它 相对 应 ， 则 一 
个 以 元 素 a 为 生成 元 的 无 限 循环 群 即 可 相互 单 值 地 映射 到 整数 加 
НЕ Е; 至 于 这 个 映射 之 为 同 构 上 映射 ， 则 可 由 这 样 一 个 事实 看 出 ， 
Вр а 的 需 相 乘 时 ， 他 们 的 指数 相 加 .用 同样 方法 可 以 得 出 任 
何 % 阶 循环 群 到 % 次 单位 根 群 上 的 同 构 映 射 . 

有 了 这 个 定理 以 后 ， 就 可 以 直接 谈论 无 限 笨 还 群 ， 或 名 阶 箱 
环 群 . 

在 一 个 科 环 群 中 ,任何 一 个 子 群 都 是 御 环 群 . 

事实 上 , 假设 G= {a} 是 一 个 以 元 素 a 为 生成 元 的 无 限 或 有 限 
п 价 锁 处 人格， 而 瑟 由 为 G 趾 不 等 于 五 的 子 群 ， 再 假定 包含 在 互 中 
的 元 素 a 的 最 低 正 井 为 а’. ХИН (а) СН. БЕН, 
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а — 0% а‘, 1550, НГЕ Е РЕ. ДЕН, НЕС, 1) = 
0,0220, ЕГУ ХАЈН, ИРЕН и о 存 
在 , 使 得 бит 10=0, МНР Е 
а") "(а =а“, 

但 因为 6<&， 所 以 我 们 得 出 的 结果 和 元素 a* 的 选择 相 了 矛盾 ， 因 
Я, Н = ta 

在 以 元 素 а 为 生成 元 的 无 限 循环 群 中 ， 元 素 a ! 同样 也 可 以 
取 作 生成 元 ;而 由 元 素 4a 的 任何 其 他 稼 所 生成 的 循环 子 群 则 不 能 
等 于 整个 群 ， 在 ? 阶 循环 群 {o}y 中, 元素 o5 0 委 8<2， 能 被 取 作 生 
成 元 的 充分 必要 条 件 是 和 %* 互 素 . 

事实 上 , 如果 (〖, п) =1, 就 有 两 个 这 样 的 整数 入 和 ww 存在， 使 
得 

Ки nv=1. 
在 这 时 ， 
(а )*=а! w= аа" а, 

田 一 方面 ,如果 对 于 某 一 整数 有 (a*)* 二 a, 则 两 个 指数 的 差 

Ks 一 1 应 该 能 被 % 所 整除 (参看 53): 
ks—1= 19, 
由 此 得 出 
ks—ng=1, 

也 就 是 说 , (%,n) ==1. 

现在 重新 假定 好 是 群 G 中 一 个 任意 的 子 集合 ， 和 循环 群 的 情 
形 一 样 ,容易 指出 怎样 用 集合 正中 的 元 素来 表示 子 群 {M} 的 元 素 
的 规则 来 РАМ} и М ИН ЕЖА; 因而 包 
含 按 任意 次 序 取出 的 任意 有 限 多 个 这 样 的 短 的 乘积 ， 但 是 群 G 中 
所 有 能够 表 成 性 中 有 有限 多 个 元 素 的 害 积 的 元 素 (虽然 表示 方法 有 
许多 种 )， 显 然 组 成 一 个 包含 下 的 所 有 元 素 的 子 群 ， 这 样 就 证 明 


ногти rm rp rm pt Hr rite Pr + tH TT Hh HE EH i tr lah Е т Ы 
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了 由 集合 肛 所 生成 的 子 群 ,是 由 群 G 中 所 有 等 于 集合 以 中 有 限 多 
个 元 素 壬 积 的 元 素 所 组 成 的 | 

就 其 特例 而 言 , 如 果 已 知 群 G 中 有 一 组 子 群 ,而 履 是 这 些 子 群 


的 集合 和 , 也 就 是 说 , 如 果 以 是 这 样 一 个 集合 ， 它 由 群 G 中 至 少 在 


一 个 给 定 的 子 群 中 出 现 的 元 素 所 组 成 ， 则 {2X} 就 是 群 G 中 包含 所 
有 这 些 子 群 的 最 小 子 群 ， 这 个 子 群 {了 HH} 称 为 由 这 些 已 给 子 群 所 生 
成 的 子 群 .如 果 已 知 的 子 群 为 4,, 其 中 a 遍历 某 个 足 标 集 合 入 , 则 
{MM} 可 记 作 {44} С; 在 特例 , 如 果 所 给 的 只 有 两 个 子 群 4 和 8B， 
则 子 群 {NM} 可 用 记号 {4, B} 表 示 , 余 类 推 ， 由 以 上 所 述 可 知 ， 群 G 
中 一 组 已 给 子 群 所 生成 的 子 群 ， 由 GQ 中 所 有 这 祥 的 一 些 元 素 所 组 
成 , 它们 等 于 取 自 这 些 子 群 的 有 限 多 个 元 素 的 来 积 ， 

如 果 由 群 G 中 一 个 子 集 合用 所 生成 的 子 群 {MM} 和 群 G ЖЕ 
合 , 集合 开 就 称 为 这 个 群 的 生成 元 素 系 , 或 简称 作 生 成 系 ， 任何 一 
个 群 部 有 生成 系 一 一 只 要 取 由 群 G 中 所 有 元 素 所 组 成 的 集合 ， 或 
由 1 以 外 所 有 元 素 所 组 成 的 集合 作为 下 就 行 了 . 由 上 面 所 述 可 知 ， 
要 使 集合 用 是 群 QG 的 生成 系 , 其 充分 必要 条 件 是 : G 中 任何 一 个 元 
素 至 少 可 用 一 种 方式 表 成 开 中 有 限 多 个 元 素 替 乘积 的 形式 ， 

假设 


С={М}; 

如 果 生 成 系 形 的 任何 子 系 都 不 是 G ЕКА, МИКАН 27 

Я 1. 任何 循环 群 都 有 一 个 生成 系 ， 即 由 这 个 群 的 一 个 生成 
元 素 所 组 成 的 生成 系 . 友之， 任何 一 个 具有 单独 元 生成 系 的 群 都 
是 循环 群 ， 可 注意 的 是 : 在 一 个 循环 群 中 通常 也 可 以 找 出 由 一 个 
以 上 的 元 冉 所 组 成 的 既 约 生 成 系 来 ， 例 如 整数 2 和 3 不 组 成 整数 
加 法 群 的 一 个 既 约 生成 系 . 

2. Е $4 曾 提 到 过 ,所 有 % 次 置换 都 是 对 换 之 积 ， 由 此 推出 ， 


.0 Ре 
包含 在 这 个 群 中 的 所 有 对 换 的 集合 是 % 次 对 称 群 的 一 个 生成 系 ， 
п 次 对 称 群 同样 也 可 册 两 个 生成 元 
а= (1,2), 
b= (1, 2... п). 
所 生成 ， 事实 上 
b-tabrt— (Е4-1,64-2), Е<п— 2. 
ЯН < 7—1, 则 有 
(3, 8—1):02+ 2,1410, 416100 +1, 1+2): 03-1, 3) = (2, 3), 
Е, а, 38} 包含 所 有 对 换 ， 因 而 和 整个 对 称 群 重合 ， 
3， 有 理 数 
Е... .. 
72’ 6° 24° №!’ 
НА МЕЖ. 不 难看 出 , 这 个 集合 的 任何 一 
个 无 限 子 集合 都 是 如 的 生成 系 ， 除 此 以 外 , 还 可 以 证 明 , 有 理 数 加 
法 群 玉 没有 任何 既 约 生成 系 。 事实 上 ,假定 形 是 如 的 一 个 生成 系 ， 
而 4 МНЕ. ФИНН КЕ а 外 玖 中 所 有 其 他 
元 素 的 集合 М 所 生成 的 子 群 ;集合 М 不 可 能 是 空 焦 合 ， 倘 若 不 
然 ， 所 有 的 有 理 数 都 将 是 а 的 傍 数 ， 而 这 是 不 可 能 的 ， 如 采 ле 
М’ 中 任意 一 个 元 素 , 则 由 有 理 数 的 性 质 可 知 ， 可 以 找到 这 样 一 个 
不 等 于 零 的 整数 到 使 ga 是 有 理 数 8 的 倍数 ， 因 而 包含 在 子 群 及 


Ф. Яга 属于 群 R， 因 而 可 以 表 作 必 中 某 些 有 理 数 的 倍数 
的 有 限 和 , 也 就 是 说 表 成 


а= ѕа+ћ 


这 种 形式 , 其 中 s ЛЖ, НЕ ТЉ ЗЫН НУ 
元 素 ,中 此 得 出 
a=s (ka) РЕВ, 
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也 就 是 说 ,a 包含 在 有 古里 , 因而 НЕЮ, 因此 集合 对 ' 是 群 玉 的 生成 
系 . 
4， 正 有 理 数 乘法 群 有 一 个 既 约 生成 系 , 这 个 生成 系 由 所 有 素 
数组 成 . 
如 果 群 GO 有 一 个 由 有 限 多 个 元 素 组 成 的 生成 系 ，G 就 称 为 具 
有 限 生 成 系 的 群 。 很 显然 ， 所 有 有 限 群 和 所 有 循环 群 都 是 具有 限 
生成 系 的 群 ， 无 限 循环 群 的 例子 表明 ， 不 能 由 生成 元 的 个 数 为 有 
限 这 一 事实 推出 群 本 身 为 有 限 群 ， 
在 一 个 具有 限 生成 系 的 群 中 ， 住 何 一 个 生成 系 都 包含 这 样 一 
个 有 限 子 集合 , 它 是 这 个 群 的 既 约 生成 系 . 
因为 任何 一 个 有 限 生成 系 都 可 去 掩 其 中 多 余 的 元 素 而 使 之 成 
为 既 约 生成 系 , 所 以 只 要 证 明 , 在 上 述 的 条 件 下 ， 任 何 一 个 无 限 生 
成 系 都 包含 一 个 同样 可 以 作为 所 论 群 的 生成 系 的 有 限 子 集合 即 
可 .假设 GG 是 以 а, а, …… an 为 生成 元 的 群 
Я = {qi, а», ***,@}, 
而 对 是 这 个 群 的 另 一 生成 系 ， 任何 一 个 元 素 qi, 01,2, 5-5, п, 8 
ЯЗ М 中 有 限 多 元 素 的 咎 的 乘积 ， 我 们 可 以 对 每 一 个 元 素 a， 
(二 1,2,…, 1) 挑选 出 一 个 这 样 的 表示 式 , 并 将 出 现在 这 些 表示 式 
中 的 肥 的 元 素 归 集 在 一 起 ,而 得 出 必 的 一 个 有 限 子 集合 М.М’ 
生成 的 子 群 {NY'} 包 含 所 有 元 素 41, а, е, qu, 因而 与 G 重合 ， 可 注 
意 的 是 , 在 一 个 具有 限 生成 系 的 群 中 , 不 同 的 既 约 生成 系 一 般 说 来 
可 以 包含 不 同 数 目的 元 素 (参看 例 1 ). 
一 个 具有 限 生成 系 的 群 的 任何 同 态 像 本 身 也 是 一 个 具有 限 生 
ЖЕ. 
事实 上 , 如 果 
G={a, gs,*…, Gn}, 


而 同 态 对 应 9p 将 群 G 映 到 群 G Г, 则 元 素 
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| аф, а, **°’, а, Ф (1) 

组 成 6 的 一 个 生成 系 ， 事 实 上 ， 如 果 5 是 群 G 中 任意 一 个 元 素 ， 
面 e 是 它 在 群 4 中 的 一 个 原 像 , 则 就 能 够 按照 用 元 素 a2, аз, …， 
а, ЕЕ а 的 方式 , НСП. ЧА, 72961) 
НН Е СЕ А, 也 就 是 说 ,我 们 所 得 出 的 (1) 是 群 G 的 
一 个 有 重复 的 生成 系 。 此 重复 的 元 素 是 可 以 去 挥 的 , 然而 , 将 来 我 
жена ЛЕНЕ. 

任何 具有 限 生 成 系 的 无 限 群 , 都 是 可 数 群 。 | 

事实 上 , 如 果 元 素 q1, qz,…', ax 是 群 G 的 生成 元 素 ， 则 群 中 任 
何 元 素 都 能 表 成 乘积 

ата-а, | 
Их (一 般 说 来 ,表示 方式 有 许多 种 ); 任何 一 个 i 都 是 整数 1, 

п 中 的 一 个 ,并 且 当 1527 18, 可 能 有 2,22, ТЕЖ 

НА 

В = || + || +++ |, | 
称 为 这 个 乘积 的 长 度 ， 不 难看 出 ， 当 长 度 训 为 一 定时 ， 灶 成 元 素 
а, 025°", 0 的 需 积 只 有 有 限 多 个 . 因此 所 有 这 些 元 素 的 寡 积 的 集 
合 是 可 数 多 个 有 限 集 合 的 和 , 也 就 是 说 , 是 一 个 可 数 集合 ， 因 而 群 
G 不 会 比 一 个 可 数 群 更 大 一 些 . 

本 节 中 的 例 З 和 例 4 表明， 不 具有 限 生 成 系 的 可 数 群 是 存在 
的 .因此 有 具有 限 生成 系 的 群 实际 上 是 位 于 有 限 群 和 可 数 群 之 间 的 
一 类 群 . 

吏 一 个 具有 限 生 成 系 的 群 说 ， 它 的 任何 一 个 子 群 当然 不 会 比 
一 个 可 数 群 再 大 . 然而 在 第 九 章 中 我 们 将 会 看 到 具有 限 生 成 系 的 
群 的 例子 ， 它 的 某 些 子 群 却 不 具有 限 生 成 系 ， 具 有 限 生 成 系 的 群 
Е А) Зы 

还 可 以 指出 , 用 与 以 上 所 述 完 全 相同 的 方法 可 以 证 明 ; 如 采 群 
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G 有 一 个 势 为 昭 的 生成 系 ( 没 有 重复 出 现 的 元 素 )， 则 这 个 群 本 身 
СЕ, 


57. 30 Ж ҒҒ У] 
假定 在 群 G 中 已 经 给 出 了 一 组 子 群 ， 并 且 这 些 子 群 构成 一 个 
递增 序列 
4,, A,, 9 А», ..., 

也 就 是 说 ,给 出 了 这 样 一 组 子 群 ， 他 们 之 中 任何 一 个 子 群 А, 包含 
在 子 群 4 里 , А.С А,,1, 7% 二 1,2,…。 这 个 递增 子 群 列 的 并 集 B 
是 群 G 的 一 个 于 群 , 因 而 是 由 子 群 A 所 生成 的 子 群 ， 

事实 上 , 集合 B 中 任何 一 个 元 素 8 必定 包含 在 某 一 个 子 群 4， 
内 (一 般 地 ,包含 在 所 有 А, 里 ,之 nx)， 这 时 元 素 6 ”也 包含 在 4， 
内 ， 因 而 包含 在 B 内 .如果 从 B 中 已 经 取出 了 两 个 元 素 51 和 bb;， 
并 且 这 两 个 元 素 分 别 包 含 在 子 群 4, ТА, 内， 我 们 可 以 假设 ”到 
<. рез 6, 和 5b; 同时 包含 在 子 群 4 РЧ, 这 样 一 来 乘积 8.28。 
也 包含 在 这 个 子 群 内 ， 因 而 包含 在 BB 内， 这 就 证 明了 集合 B 是 群 
G 的 子 群 . 

除 按 目 然 数 列 序 型 排列 的 可 数 子 群 列 外 ， 也 可 以 讨论 任意 一 
组 具有 下 述 性 质 的 子 群 4 即 出 现在 这 一 组 子 群 里 的 任意 两 个 子 
ВЕ А. МА, 中 ， 必 定 有 一 个 子 群 包 含 在 另 一 个 之 内 D?。 这些 群 的 
并 集 也 是 群 G 的 一 个 子 群 ; 只 要 将 上 节 中 所 作 的 证 明 逐 字 重 复 说 
— Уа НИЕ Хх — К. 

本 书 以 下 各 潮 节 中 要 多 次 用 到 下 面 的 定理 : 

若 在 群 @G 中 已 经 给 出 了 一 个 子 集合 到 和 一 个 子 群 4， 且 二 者 


1) 如 果 将 子 群 А, А6 中 包含 在 另 一 子 群 内 的 那个 群 君 作 先 行 元 素 , 这 上 鱼子 群 就 
组 成 一 个 有 序 集合 。 这 个 有 序 集合 当然 不 一 定 是 良 序 的 . 
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的 交 为 子 集合 六, 则 在 区 中 至 少 和 存在 一 个 包含 到 的 子 群 ， 它 与 杂 的 
交 为 已 ,并 且 它 不 包含 在 任何 一 个 有 具有 这 两 项 性 质 的 予 群 内 . 

假定 群 G 的 元 素 是 良 序 的 : 
1=а а, yy а» *** 
命 А. =А, НЕЖИН В<а, 在 G 中 已 经 选 出 了 一 组 构成 一 个 
递增 序列 的 子 群 46， 且 有 这 样 的 性 质 ， 即 他 们 之 中 每 一 个 子 群 和 
МЕР. И В, 是 由 子 群 4s(B8 <a) 所 组 成 的 递增 序列 的 并 
№. АРВ} ЫМ 0, 那 末 我 们 就 取 子 群 {B。, a。} 
作为 4.; 而 在 相反 的 情况 下 , 则 取 В. 作为 子 群 4。。 由 所 有 子 群 4。 
所 组 成 的 递增 序列 的 并 集 有 4， 就 是 所 求 的 子 群 ; 了 和 及 的 交 显然 是 
Р; 如 果 元 素 а, 在 群 4 之 外 , 那 未 子 群 {2,a,} 与 м 的 交 就 不 等 于 
D, 因为 我 们 已 经 有 (В,, a,} ПМР, 
由 这 个 定理 可 得 出 一 个 特例 : 如 果 群 G 中 有 与 到 不 相交 的 子 
群 存在 , 那 末 在 这 些 子 群 中 至 少 有 一 个 极 大 的 
群 G 中 递增 子 群 列 
АС А, с... СТА, С. 
的 并 集 可 能 和 这 个 群 本 身 重 合 ， 现 在 让 我 们 举 出 几 个 这 样 的 例 
ғ: 
І. АНЛА МАУ: 
еее сн. 

的 并 集 . 

2， 设 G 为 正 有 六 数 乘法 群 ,而 
рро риу. 

则 为 按 增 大 次 序 排列 的 全 部 素数 ， 如 果 命 

А, = р, 2, **", рл)» 

这 电 А, КА Н А, РОЛУ ВОО Оу т 8 

中 ,只 有 рро", ра 等 素数 出 现 , 则 群 G 就 是 递增 子 群 列 4 (n= 
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1, 2,…) 的 并 集 ， 

3. #9. 是 可 数 对 称 群 , 就 是 说 , S,。 是 由 可 数 集合 zi zz …”， 
za"… 到 其 本 身上 的 一 切 相 互 单 值 映射 所 组 成 的 群 ， 其 中 每 一 个 上 映 
射 实际 上 只 变动 有 限 多 个 符号 ， 在 这 个 群 中 , 使 符号 

Tn+ls Фл+2, *** 
都 不 变动 的 映射 组 成 子 群 5,， 这 4, 显然 和 % 次 对 称 群 同 构 ， 群 
心 。 与 子 群 5.,1 二 1,2,…, 的 并 集 重合 . 

为 一 方面 , 下面 的 定理 成 六 : 

一 个 具有 限 生 成 系 的 群 ， 不 能 与 它 的 递增 真子 群 序列 的 并 集 
重合 。 

假设 村 GG 有 一 个 有 限 生 成 系 

G 一 {o аз, ***, аи}, 
并 且 假 设 它 和 它 的 一 个 递增 真子 群 序列 
HCH CCHC: 
的 开 集 重合 . 

每 一 个 元 素 qi, ;i 二 1, 2,…, 或 者 更 一 般 地 , G 中 任何 一 个 元 
5, 一 定 属于 基 一 个 子 群 囊 ;,, НШ РАНЕН, >. Д 
所 

| 1 = тах (®,, Es, .hk, ), 
则 所 有 元 素 wy аз, … а, 都 包含 在 Н, 里 ; 因而 由 他 们 生成 的 子 群 
不 能 和 G 重合 . | 

如 全 在 具有 限 生 成 系 的 群 中 ， 所 给 的 是 按 任意 方式 排列 的 递 
增 真子 群 列 , 这 个 证 明 也 仍然 适用 . 

由 可 数 子 群 组 成 的 递增 序列 的 并 集 , 或 就 其 特例 而 言 ,由 具有 
限 生 成 系 的 子 群 所 组 成 递增 序列 的 并 集 , 当然 是 一 个 可 数 子 群 . 反 
之 ， 竹 条 一 个 可 数 群 都 是 一 个 由 具有 限 生成 系 的 子 群 所 组 成 的 弟 
增 上 序列 的 并 集 , 


46 ож + № 


事实 上 , БНС 的 元 素 按 某 一 任意 方式 编号 之 后 是 
зу 92» **› пә" 
如 果 命 Н, 为 群 G 中 由 元 素 9 92, ……9gn 生成 的 子 群 
Н,=4{9; 02. **°, "}, 
所 有 子 群 囊 , 都 是 具有 限 生成 系 的 群 , 一 个 包含 在 男 一 个 内 (在 这 
里 可 能 出 现 等 式 Н, = Н. 的 情形 ), 而 群 G 为 这 一 递增 子 群 列 的 
Ж. 
现在 我 们 娶 说 明 一 项 构成 法 .这 一 构成 法 有 时 使 我 们 能 够 考 
绎 这 样 的 递增 序列 ; 构成 这 递增 序列 的 , 是 一 些 并 非 预先 就 包含 在 
某 个 总 的 群 内 的 群 
假设 已 经 给 定 了 一 组 群 
G1, Gs, , Gos + (1) 
且 对 每 一 2 ,都 给 定 了 一 个 把 群 G, ВА С, 1 的 同 构 映射 p( 即 
映 到 后 者 的 杀 一 个 子 群 上 )， 
GnPn—=gnrly GnEGn; Ҹа. (2) 
有 了 和 群 (1 和 同 构 上 映射 (2) 之 后 ， 可 以 按 下 述 方式 作出 一 个 新 的 完 
全 确定 的 群 С 来 . 
我 们 称 任何 一 个 有 下 述 性 质 的 元 素 列 
?gp Филу фә (3) 
А Ж 8:1) 0221, 2)0.66,, З) 1, 元素 9, ЖС, | 
中 任何 元 素 在 同 构 映 射 Pe-i 下 的 像 ，, 4) gn 1 Е О ДЕ [8] 
ЯФ, 下 的 像 ， 
Фа = 9... п =, ЁН1, we 
如 果 已 经 给 出 了 两 个 元 素 络 
9» рн» "rs Gn "ә 
9 
В. 1521, 5971 
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бт ту 9т+19 тн» ***› Ча 9 тэ *** (4) 

其 中 т=шах(%, 17), 同样 也 是 一 个 元 素 络 ， 事 实 上 ， 
(99 )Фь = (9„Фһ) (qnPn) = 9 +19 п+ая 

而 元 素 9m9m 不 是 Gm_i 中 任何 元 素 在 同 构 映射 pw 下 的 像 , 因 为 
在 两 个 因子 中 有 一 个 是 G1! 中 某 一 元 素 在 pm-i 下 的 像 ， 而 为 一 
个 不 是 ， 我 们 称 元 素 络 (4) 为 这 两 个 已 知 元 素 络 的 乘积 ， 并 用 
?7? ”表示 它 . 如 果 1, ИМЕНА Фи, 下 元 素 gngm 可 能 在 
Gn-! 中 有 原 像 ， 在 这 一 情况 下 ， 可 以 在 序列 (4) 的 前 面 添加 若干 
个 元 素 而 将 它 补 成 一 个 元 素 络 ,并且 这 种 添补 法 完全 是 了 唯 一 的 .由 
这 样 的 方法 得 出 的 元 素 络 将 被 看 作 乘 积 рр". 

”这 里 定义 的 元 素 络 乘法 , 其 结合 律 可 由 群 G。 中 运算 的 结合 律 
推出 ， 单 位 元 是 所 有 由 群 ,中 的 单位 元 所 组 成 的 元 素 络 . 元素 
络 (3) 的 逆 元 素 络 是 / 

gx 98531997 
因此 ， 所 有 元 素 络 的 集合 对 于 上 面 所 定义 的 乘法 构成 一 个 群 ， 这 
个 群 我 们 记 作 С, 它 可 以 称 作 群 列 (1) 对 于 同 构 上 映射 (2) 的 极限 群 ， 
同样 也 可 以 说 : 群 列 (1) 由 同 构 映射 (2) 成 为 一 个 递增 序列 ,而 G 则 
是 这 一 建 增 序列 的 并 集 , 事实 上 , 我 们 可 以 把 所 有 那些 包含 群 G, 中 
的 一 个 元 素 的 元 素 络 , 即 从 群 Cs 过 ss, 中 的 元 素 开 始 的 元 素 络 归 
集 在 一 起 . 这 些 元 素 络 组 成 群 G 中 一 个 与 群 C。 同 构 的 子 群 6,, 子 
群 
С, Go, Са, +++ (5) 
中 , АЛАН А, 正如 利用 同 构 映射 (2) 把 (1) 中 的 
一 个 群 嵌入 乃 一 个 群 的 方式 一 样 ,递增 子 群 列 (5) 的 并 集 是 整个 群 
G. 
ан ИН), а 就 唯一 地 确定 了 .如果 只 
给 出 群 (1), 这 一 凡是 作 不 到 的 ， 事 实 上 ， 有 理 数 加 法 群 及 是 一 个 


8 第 二 章 于 в 
由 无 限 循环 群 组 成 的 可 数 递 增 序列 的 并 集 , 一 一 参看 上 文 , 例 1, 然 
而 这 一 事实 对 二 进 分 数 加 法 群 BR, 也 同样 正确 НХ ТЕ) 
РЕ 


4 д" 
组 成 的 递增 序列 的 并 集 ， 群 如 和 丽 ; 并 不 同 构 , 因为 ,举例 来 说 ,在 
群 8; 中 没有 一 个 元 素 + 能 适合 方程 
за 一 十 ， 

而 在 群 召 中 这 样 的 方程 是 可 解 的 ， 这 一 事实 表明 ， 递 增 群 列 的 并 
集 不 但 取决 于 这 些 群 本 身 ， 而 且 和 这 些 群 中 每 一 个 群 衣 入 次 一 群 
中 的 方式 有 关 . 

刚才 说 明 的 这 项 构成 法 不 难 推广 到 任何 一 个 具有 任意 势 的 、 
按 任意 方式 排列 的 一 组 群 ， 只 要 假定 ， 对 于 这 一 组 群 中 任意 两 个 
群 Gs 和 Go 其 中 第 一 个 群 位 于 第 二 个 群 之 先 ， 都 定义 了 一 个 把 群 
С. ЕЛЕ С, 的 同 构 映射 po 并且 ,如果 同 构 映射 ФФ,» 
而 同 构 上 映射 Ф., 均 已 定义 , 则 施行 po。 的 效果 与 接连 施行 映射 was 
和 gp, 的 效果 相同 ， 这 个 构成 法 的 细节 留 给 读者 自己 去 做 ，[ 见 
补充 2. 2] 

现在 我 们 要 利用 这 一 项 构成 法 来 构成 一 个 在 下 文中 ， 尤 其 是 
在 阿 贝尔 群 的 理论 中 有 极为 重要 作用 的 和 群 ， 假 设 已 经 给 定 一 个 素 
数 р, 任何 一 个 p" 阶 循环 群 都 包含 一 个 唯一 的 р": И, НЕ 
对 于 每 一 个 整数 n, 可 以 定义 p2"! 阶 循环 群 到 р" 阶 循环 群 内 的 同 
构 上 映射 ， 因 此 我 们 可 以 讨论 р" (п 1, 2, ---, ) 循 环 群 的 递增 序 
Я]. 这 个 序列 的 并 集 称 为 p” 型 群 D, 不 难看 出 , 2" 型 群 和 所 有 р" (п 
=1, 2,…) 次 单位 根 的 乘法 群 同 构 ， 

因为 对 任何 小 于 % ВЖЕ В, р” ЕЛЕ а} 有 一 个 唯一 的 p* 


шее ен. 


1) 这 个 群 有 时 称 为 半 循环 群 
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ИАЖ (477%), 所 以 对 于 任何 №, № =1, 2,…，p” Е Р 
一 个 唯一 的 p* 阶 循环 子 群 , 并 且 书 和 这 些 子 群 的 递增 序列 的 并 集 
重合 ， 假 设 这 些 子 群 是 {as}, 下 一 1 2,…, 此 外 并 命 a=1， 现 在 假 
定 D 是 群 P 中 任意 一 个 真子 群 , 那 未 它 不 能 包含 所 有 元 素 ci. бань 
为 第 一 个 不 包含 在 内 的 生成 元 素 ， 这 叶子 人 群 品 就 和 子 群 {a,} 重 
合 ， 事 实 上 , НОННА ла», %>>n 十 1， 则 整个 循环 子 
群 {as} 都 包含 在 局内， 因而 元 素 w,; 包含 在 口内 ， 如 果 UV 中 有 
一 个 元 素 5 不 在 {an} 内 , 那 末 就 可 以 找 出 这 样 一 个 整数 В, Ка, 使 
得 

bE{asi}, bEt{ar}, 
在 这 时 等 式 
{6} = {ан} 

成 立 ， 就 是 说 ， 元 素 о ЕО М. 

这 样 就 证 明了 ，p” 型 群 的 任何 一 个 真子 群 都 是 一 个 p" 阶 有 
ия. 

由 第 七 童 的 结果 可 以 得 出 ，p” 型 群 (对 所 有 素数 从 是 唯一 的 
这 样 一 种 无 限 阿 贝尔 群 ， 在 其 中 所 有 真子 群 都 是 有 限 的 ，O. Ю. 
UIMHIT 提 出 过 这 样 一 个 问题 : 是 否 存 在 只 有 这 样 性 质 的 无 限 非 交 
换 群 ” 这 一 问题 迄今 尚未 解决 [参看 补充 16. 5], 
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$ 8， 一 个 群 按 其 子 群 的 分 解 

设 已 知 群 G 的 两 个 子 集 胜 入. 所谓 这 这 两 个 集 的 来 积 人 NN， 
是 指 群 G 中 所 有 能 表 成 用 中 某 一 元 素 和 入 中 某 一 元 素 的 乘积 的 那 
样 一 些 元 素 的 集合 >. 如果 于 和 六 这 两 个 集合 之 一 是 由 一 个 元 素 
а 所 组 成 的 , 那 末 我 们 就 得 出 一 个 元 素 和 一 个 集合 的 来 积 аЛ, 或 
一 个 集合 和 一 个 元 素 的 乘积 Ма 的 定义 ， 

РЕЯ, 

(ММ)Р=М(МР), 
但 一 般 说 来 不 满足 交换 律 ， 如 果 对 于 某 两 个 集合 收入 等 式 
MN=NM 
成 立 ( 这 就 是 说 , 对 任意 两 个 元 素 4 和 2 ,acM,DEN， 可 以 找到 这 
ВЕРЯ ГС 4,a EM 和 ,b"EN, 使 ab 一 0'a' ,Ва=а'''), ЯҢ 
林 集 合 寻 和 入 就 称 为 可 换 的 .这 一 情形 的 特例 是 一 个 元 素 和 一 个 
子 群 可 换 , 两 个 子 群 可 换 等 等 , 

可 注意 的 是 :在 4 和 8 都 是 群 G 的 子 群 时 , 集合 АВ 不 一 定 是 
一 个 于 和 群 ,也 就 是 说 , 两 个 子 群 4 和 和 B 的 来 积 АВ 一 般 说 来 并 不 等 
于 §6 中 所 定义 的 子 群 {4,B}， 我 们 只 能 断定 

АВС{А,В}. 

群 G 的 子 群 4 和 B 所 生成 的 子 群 {4,B} 与 这 两 个 子 群 的 来 积 
4B 相 重 合 的 充分 必要 条 件 是 4 与 BB 可 换 , 

事实 上 ,如果 


1) 一 个 元 素 可 以 同时 等 于 好 几 个 这 种 形式 的 不 同 乘积 ， 但 我 们 却 不 能 因此 而 认 
为 这 个 元 素 在 集合 МИ 中 出 现 多 次 。 


пажа pr! Йе цеен, ИАЕА р НАНЕ ДИ РИ ес! АННЕ ЕН! 
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АВ={А, В}, 
则 对 于 任意 两 个 元 素 ec4 和 БСВ, БИЗЕ (А, В} УЖ ba 应 访 
等 于 某 一 元 素 a 5',a'E4,5'EB, 这 就 是 说 
ВАСАВ; 
在 另 一 方面 ， 我 们 可 以 证 明 元 素 % 包含 在 乘积 ВА 内 ， 事 实 上 ， 
我 们 可 以 利用 上 面 已 经 证 明了 的 包含 关系 而 得 出 
(a6) = 1a 1=a"b"', ga"'EA, bEB. 

НН а =5'':а''7:, 也 就 是 说 BA 二 4B, 因而 АВ =ВА. 

БЖ, 如 果 4 和 B 可 换 , 则 任意 一 个 ai5bas 或 аб, 这 种 形式 
的 三 个 元 系 的 乘积 都 显然 能 够 表 成 a'5 这 种 形式 ,一 一 在 第 一 种 
情形 只 要 利用 4 和 B 可 换 这 个 事实 将 54s 换 成 一 个 和 它 相 黎 的 乘 
积 а26', Аа аза =а 即 可 ;在 第 二 种 情形 将 b1a К аъ, 9 
后 命 515s = 六， 如 果 已 经 证 明了 任何 从 4 和 吾 中 轮流 取出 的 mw(n 
之 3) 个 因子 的 乘积 都 包含 在 АВ 内 ,并且 给 出 了 一 个 由 7 十 1 个 办 
子 构 成 的 同样 的 乘积 ， 那 末 我 们 就 可 以 将 前 面 % 个 因子 的 乘积 换 
一 个 和 它 相 等 的 乘积 a'b' 而 重新 回复 到 三 个 因子 相 乘 的 情形 来 . 
ЕВН ГА, B} 中 任何 一 个 元 素 都 包含 在 集合 АВ р, 

一 个 亲 贝 尔 群 中 的 所 有 子 群 当然 都 是 彼此 可 换 的 ,在 一 个 (有 
限 或 无 限 ) 对 称 群 中 , 具有 下 述 性 质 的 两 个 子 群 4 和 B 同 样 也 是 可 
换 的 , Вр: 任何 一 个 符号 ， 如 果 它 在 子 群 4, B 之 一 的 至 少 一 个 置 
换 下 包 改 变 的 话 ， 那 末 它 在 另 一 个 子 群 的 所 有 置换 下 都 不 变 ， 事 
实 上 , 这 两 个 子 群 中 的 元 素 本 身 将 是 可 换 的 ， 其 次 , 我 们 建议 读者 
目 己 去 证 明 , 在 三 次 对 称 群 中 , 由 置换 

(123) 和 (12) 
所 生成 的 两 个 循环 子 群 是 可 换 的 ; 而 在 同一 群 中 由 置换 
| (12) 和 (23) 

所 生成 的 两 个 循环 子 群 则 不 可 换 ， 
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为 了 今后 的 需要 起 见 ， 我 们 在 这 里 指出 ， 如 果 4 是 群 G 的 子 
1, ШЗ: 

АА=А 
和 成立， 事实 上 , 44 导 4 显然 成 立 ;但 在 另 一 方面 4 和 1 的 乘积 就 已 
经 给 出 全 部 的 4. | 

群 的 子 集 的 乘法 在 群 按 其 子 群 的 分 解 电 有 重要 的 应 用 ， 这 种 
分 解 在 整个 群 论 中 起 着 很 重要 的 作用 . 

КЕЯ КУН, ажа 是 G 中 一 个 任意 的 元 素 ， 
Жан 称 为 由 元 素 4 所 决定 的 、 群 人 @ 对 子 群 召 的 左 陪 集 ， 因 为 子 
ПЕН о АУЛ, 故 元 素 a 包含 在 左 陪 集 ан 内 . 

ЯЬ 是 左 陪 集 ан 中 一 个 任意 的 元 素 , ПЕ ан ЬН 
相 重 合 , 也 就 是 说 ,每 一 个 左 陪 集 部 能 由 它 里 面 的 任意 一 个 元 素 所 
决定 ， 事 实 上 , 如果 5==aho, ЕН, И 

bh’ =a(hoh’), ав’ =b (hilh’’), В, ВЕН. 
因此 ， 一 个 左 陪 集中 任意 一 个 元 素 都 可 以 作 这 个 陪 集 的 代表 元 . 

从 这 里 就 可 以 知道 ， 群 G 对 子 群 是 的 住 意 两 个 左 陪 集 或 者 彼 
此 重合 ,或 者 没有 公共 元 素 , 即 他 们 的 交 是 一 个 空 集 ， 这样， 整个 
群 G 就 分 解 成 为 一 些 对 子 群 鼠 的 互 不 相交 的 左 陪 集 ， 这 个 分 解 称 
为 群 G 对 子 群 吾 的 左 侧 分 解 ， 这 一 分 解 中 的 左 陪 集 之 一 就 是 子 群 
НЖЫ: 如 果 a АЛЕН р, Шан =н, 

注意 , 两 个 元 素 a 和 2 属于 群 G 对 子 群 有 五 的 同一 左 陪 集 , 当 且 
仅 当 乘积 a БЕРНИ. 

下 面 这 儿 个 例子 可 以 用 来 说 明 左 侧 分 解 的 概念 ; 

例 1， 设 C 是 整数 加 小 寿 , 如 是 由 能 被 4 整除 的 所 有 整数 组 成 
ВУ. НА ать 属于 群 G 对 子 群 五 的 同一 左 陪 集 的 充分 
АЗК: а 各 0 被 4 除 时 所 得 的 余数 相同 ， 因 此 , СУРАЙ 
侧 分 解 由 四 个 左 陪 集 构 成 : 即 子 群 互 本 身 和 被 4 除 时 余数 分 别 是 
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1,2, 3 的 整数 所 组 成 的 三 个 集合 ， / 

例 2. 设 G 是 三 次 对 称 群 而 五 ={(12)}， ДНЮ 
由 三 个 陪 集 构成 ; 即 由 元 素 1，(12) 所 组 成 的 子 群 且 本 身 ; 由 元 素 
(13) 和 (132) 所 组 成 的 陪 集 (13) Н; 由 元 素 (23) 和 (123) 所 组 成 的 
陪 集 (23) :五 . | 

Я 3. 设 G 是 实 元 素 的 % 阶 满 秩 矩阵 所 成 的 群 ,而 五 是 由 行列 
式 等 于 1 的 矩阵 所 组 成 的 子 群 。 我 们 可 以 把 行 询 式 相 等 的 矩阵 归 
入 同一 陪 集 而 得 出 G 对 五 的 左 侧 分 解 . 

如 果 在 任意 群 G 中 取 群 G 本 身 作 为 子 群 瑟 ， 则 G 对 五 的 左 侧 
分 解 仅 由 一 个 陪 集 构成 ; 如 果 五 是 单位 子 群 Е, 则 群 G 中 的 每 一 个 
元 素 各 组 成 一 个 独立 的 陪 集 . 

МЕБ, 我 们 也 可 以 把 集合 吾 a(aEG) 称 为 群 G 对 子 

群 末 的 一 个 右 降 集 ， 从 而 得 出 @G 对 瑟 的 右 侧 分 解 ， 上 面 关 于 左 侧 
分 解 所 讲 到 的 各 点 ,都 可 以 转 到 右 侧 分 解 上 去 ， 特别, АРЕНЕ: 
G 对 五 的 右 陪 集 之 一 。， 两 个 元 素 a 和 8 属于 群 G 对 子 群 妃 的 同一 
右 陪 集 , 当 且 仅 当 ba ЄН, 

对 于 闲 上 贝尔 群 当 然 没 有 必要 区 别 左 侧 分 解 和 右 侧 分 解 ， 在 非 
交换 群 的 情形 这 两 种 分 解 可 能 不 相同 ， 例 如 三 次 对 称 群 对 子 群 瑟 
二 {(12)} 的 右 侧 分 解 就 和 上 面 例 2 中 所 说 到 的 左 侧 分 解 不 相同 . 
这 个 分 解 由 下 面 三 个 陪 集 所 构成 : 即 子 群 五 本 身 ; 陪 集 五 (13), 出 
现 于 这 个 陪 集中 的 元 素 有 (13) 和 (123); 以 及 由 元 素 (23)，(132) 
所 组 成 的 陪 集 素 . (23)， 然 而 有 一 个 事实 却 是 可 以 肯定 的 , 即 任何 
一 个 群 G 对 于 任意 子 人 群 互 的 两 种 分 解 都 由 同样 个 数 的 陪 集 构成 
(在 陪 集 个 数 为 无 限时 这 名 话 的 意思 是 说 , G 对 百 左 陪 集 和 右 降 集 
”分 别 所 成 的 集合 有 相同 的 势 )、 事 实 上 , 左 陪 集 ан 中 元 素 的 逆 元 
所 组 成 的 集合 和 右 陪 集 На ' 相 重 合 ， 

(0 万 ) На‘: 
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这 个 关系 式 在 左 陪 集 和 右 陪 集 之 闻 建 立 了 一 个 相互 单 值 对 应 , [8 
看 补充 2. 3. | : 

在 每 一 种 分 解 中 , 群 G 对 子 群 立 的 陪 集 的 个 数 ( 在 陪 集 的 个 数 
为 无 限 的 情形 下 则 是 这 些 陪 集 所 成 集合 的 势 ) 称 为 子 ЖЕН ЛЕ ЖЗ 
中 的 指数 ， 如 果 陪 集 的 个 数 是 有 限 的 ， 那 末 鼠 就 称 为 一 个 具有 限 
指数 的 子 群 . | 

ЖАВ, 并 且 只 有 在 有 限 群 中 ， 所 有 子 群 都 有 有 限 指 数 . 
事实 上 ， 单 位 子 群 的 指数 和 整个 群 的 势 相 等 ， 在 无 限 循环 群 中 所 
有 不 等 于 单位 子 群 的 子 群 都 是 具有 限 指 数 的 子 群 ， 并 且 对 于 任何 
一 个 自然 数 2 ,这 个 群 包含 一 个 ,而且 仅 有 一 个 ,指数 为 的 子 群 . 
这 一 命题 的 证 明 是 以 $6 中 所 证 关于 循环 群 的 子 群 的 定理 为 依据 
НУ. 

在 为 一 方面 ,也 存在 这 样 的 群 , 他 们 里 面 所 有 真子 群 的 指数 都 
是 无 限 的 例如 有 理 数 加 法 群 且 就 是 这 样 的 一 个 和 群 ， 事 实 上 ， 如 
果 吾 是 群 肌 中 一 个 真子 群 , 则 在 互 之 外 可 以 找到 一 个 元 素 a ,使 元 
素 ра 包含 在 五 内 , 这 里 了 是 某 一 素数 ， 有 理 数 

2, а, ау, La,... 

р’ р 
АЕНА, НАЕ РЕ АЛЕНОВ. =, 如 
Ж. 

со = аі, АС Н, п>, 

则 

а==р"?№а--тр"ћ, 
也 就 是 说 , a 本 身 就 包含 在 五 内 , 而 这 是 和 我 们 的 假定 相 韦 的. 
Poincare 定 理 有 限 多 个 具有 限 指 数 的 子 群 的 交 也 具有 限 指 
数 


最 然 只 要 对 两 个 子 群 相交 的 情形 证 明 这 个 定理 就 行 了 ， 设 子 


58. ААРВВЯЯ 5 
群 瑟 和 五 在 群 G 中 有 有 限 指数 ， 而 也 是 这 两 个 子 群 的 交 .， 两 个 元 
а 和 5 属于 群 G 对 子 群 D 的 同一 左 陪 集 ， 当 且 仅 当 a 25&D, 也 
就 是 说 , 当 且 仅 当 a '5EH, а СЕ, Н, МЖЗАПВОС ЯН 
的 左 陪 集 和 对 了 的 左 陪 集 的 所 有 非 空 交 ， 我 们 就 得 出 G 对 DD 的 所 
有 左 陪 集 ， 由 于 子 群 豆 生 的 指数 都 是 有 限 的 ， 故 这 些 交 的 个 数 
也 是 有 限 的 ， 因 而 D 在 G 中 的 指数 也 是 有 限 的 ， 我 们 还 可 以 进 一 
步 断 言 ，D 在 群 GG 中 的 指数 不 大 于 再 入 在 这 个 群 中 的 指数 的 来 
积 ， 

在 有 限 群 的 情形 ， 由 一 个 群 按 其 子 群 的 分 解 这 个 概念 还 可 以 
5| 出 下 面 这 个 重要 的 定理 ; 

Lagrange 定理 在 一 个 有 限 群 中 子 群 的 阶 和 指数 是 这 个 群 
的 阶 的 约 数 . | 

事实 上 ,如 果 有 限 群 @ 的 阶 是 2 ,而 它 的 子 群 吾 的 阶 是 ， 指 
数 是 7 МЕС 对 子 群 如 的 每 一 左 陪 集 都 由 到 个 无 素 组 成 ， 由 此 
即 得 出 

n =). 

因为 群 中 一 个 元 素 的 阶 等 于 这 个 元 素 所 生成 的 人 循环 子 群 的 
ИТ, 故 由 拉 格 朗 日 定理 可 知 , 有 限 群 中 任何 一 个 元 素 的 阶 都 是 这 个 
群 的 阶 的 约 数 ， 

由 Lagrange 定理 同时 还 可 以 看 出 , 任何 一 个 素数 阶 的 群 都 是 
循环 群 ， 事 实 上 ， 这 个 群 和 它 里 面 任意 一 个 不 等 于 1 的 元 素 所 生 
成 的 循环 子 群 相 重合 . 

Гартапре 定理 是 下 面 关 于 任意 群 的 一 个 定理 的 特例 : 

如 果 鼠 和 站 十 群 G 中 两 个 具有 限 指 数 的 子 群 я Над 
Ей, пж) 分 别 是 五 和 六 在 群 G 中 的 指数 ， ИУ НАЯ 
中 的 指数 同样 也 是 有 限 的 ,并且 

д =). 


МЕ Я 

事实 上 ， 如 果 两 个 元 素 4 和 2 包含 在 群 G 对 子 群 五 的 同一 左 
陪 集 内 ， 那 未 他 们 也 一 定 包含 在 G 对 子 群 了 的 同一 左 陪 集 内 ， 因 
此 ， 群 G 对 五 的 每 一 个 左 陪 集 都 能 分 解 成 为 群 G 对 五 的 若干 个 完 
整 的 左 陪 集 ， 由 这 一 点 就 已 经 看 出 恕 在 了 中 的 指数 是 有 限 的 了 . 
如 果 五 由 群 G 对 互 的 妈 个 左 陪 集 构成 ， 则 任何 一 个 左 陪 集 аР (ee 
G) 同 样 也 由 天 个 这 样 的 陪 集 构 成 : 只 要 将 所 有 出 现在 了 的 群 G 对 
五 的 左 障 集 从 左边 乘 上 a ， 我 们 就 可 以 得 出 这 些 陪 集 来 ， 这 样 一 
Ж, 定理 就 完全 被 证 明了 . 

如 果 G 是 有 限 群 而 五 ,我 们 就 得 出 上 Lagrange 定理 ， 

在 群 论 中 的 茶 些 问 题 上 我 们 要 利用 群 的 双 模 分 解 ， 双 模 分 解 
古 群 对 子 群 的 陪 集 分 解 的 推广 ， 设 已 知 群 G 中 两 个 任意 的 子 群 五 
К, о 是 G 中 任意 一 个 元 素 ， 则 乘积 Нок 显然 包含 元 素 
аз 这 个 乘积 叫 作 由 元 素 а РТН: ВУ, Ва ЖЖ СН, К) 的 陪 集 ， 
如 果 元 素 5 包含 在 陪 集 Нак ра, 即 5=hak, 则 a 二 715k"!; 换 句 
话说 , aSH5bK， 最 后 , 由 0EHaK, с‹ЕНЬК 可 得 出 cEHak， 这 就 
证 明了 群 G 可 分 解 成 为 一 些 对 双 模 (五 , 玉 ) 的 互 不 相交 的 陪 集 . 这 
里 所 得 出 的 群 G 的 分 解 ， 在 下 = 时 即 变 成 群 G 对 子 群 五 的 右 侧 
分 解 , 而 在 豆 = 刀 时 则 变 成 群 G 对 子 群 到 的 左 侧 分 解 . 

显然 , 陪 集 Нак 在 包含 其 中 的 每 一 个 元 素 的 同时 ,也 包含 由 
这 个 元 素 所 生成 的 群 G 对 子 群 五 的 整个 右 陪 集 ， 在 出 现 于 陪 集 
Нак руйу, СУН Е КУ ранай к 的 右 陪 集 
之 间 ， 可 用 下 面 的 方法 建立 起 一 个 相互 单 值 对 应 : НИ РЕ, 
(ВЕК) УЕ На 相对 应 . 事实 上 ,如 果 На =Най, ЄК, 
ИИА, =а Аа: Е, ЕН, НВ а Чаер, Н ЕР. 另 一 
方面 ， 如 果 EK， 则 陪 集 ОЕ 将 对 应 于 出 现在 Нак 中 的 陪 集 
Hak .如果 进 一 步 有 Dk' =РЬ', 则 存在 元 素 hE 五 ,使 

k''—a lha.k’, 


тне ee ря -mt + НН rt ТРОН. В ! 
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换 名 话说, of = Вар’, Ух ВИЗ Нав’ = Нав, эх, 9 3-9 
а Найк АК 中 的 指数 是 有 限 的 ， 可 以 得 出 陪 集 HaK 中 所 包 
2 а 对 互 的 右 陪 集 的 个 数 也 是 有 限 的 , 反 过 来 也 对 ,并 且 这 两 
№ Ва. 


33. 正规 了 和 群 


从 圭一 证 中 我 们 知道 , 非 交 换 群 可 能 具有 这 样 的 一 些 子 群 , 对 
它们 的 左 仙 分解 和 右 侧 分 解 并 不 相同 ， 但 是 任何 一 个 群 对 单位 子 
群 ( 以 及 对 这 个 群 本 身 ) 的 两 种 分 解 一 定 是 一 致 的 ， 不 难 验证 ， 上 
ТАУ 3 也 给 出 了 两 种 分 解 相 一 致 的 一 个 情形 ， 而 这 种 情形 
却 不 像 上 述 那样 明显 了 ， 

如 果 群 G 对 子 群 鼠 的 左 侧 分 解 和 右 侧 分 解 一 致 ， 则 子 群 豆 称 
为 群 G 的 正规 子 群 或 不 变 子 群 . 

换 句 话说 ,如果 对 于 任何 一 个 元 素 a , 由 a 所 决定 的 群 G 对 子 
群 鼠 的 两 个 陪 集 一 一 左 陪 集 和 右 陪 集 一 一 相 一致 : 

аН = На, 
НС 的 正规 子 群 ， 

这 个 等 式 表 明 ， 群 G 的 子 群 吾 是 @G 的 正规 子 群 的 充分 必要 条 
Ех: АНА а ФАЛ Т, С ФА ХЛ Ё а 和 
НЕ -ЛЛЕЬ, АНФАЛ Юй, Ф 

ав=й' а, вра=ай’. (1) 

正规 子 群 的 概念 还 可 以 用 多 种 别 的 方法 来 定义 ; 每 一 次 我 们 
邦 选 取 对 所 论 悄 况 用 起 来 最 方便 的 那 一 种 定义 ， 现 在 我 们 举 出 两 
个 这 样 的 定义 ;以 后 还 要 给 出 另外 几 种 定义 ， 

ото Аа 中 的 两 个 元 素 ， 如 果 在 G 中 至 少 可 以 找到 这 
样 的 一 个 元 素 9 ,使 


b=9g ‘ад, 
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Шато ЖЕ. Нл, 5 可 由 4 经 元 素 9 变形 
得 出 . 

因为 (1) 中 的 第 二 个 等 式 可 以 改写 成 
а ‘Ва=й' 
的 形式 ,并且 a 和 有 分别 是 G ИН ВНЕ с за, 所 以 我 们 就 得 出 
本 正规 子 群 的 下 面 一 个 性 质 : 
群 G 的 正规 子 群 百 在 包含 其 中 的 每 一 个 元 素 瑚 的 同时 ， 也 包 
ФСФ - 059 ҺЛ Ё. 
这 个 性 质 可 以 用 来 作为 正规 子 群 的 定义 ， 并 且 常 第 在 下 面 这 
个 更 一 般 的 形式 下 用 起 来 更 为 方便 : 
设 在 一 个 具 生 成 系 采 的 群 @ 中 ， 给 出 一 个 由 元 素 集合 太 所 生 
成 的 子 群 ， 如 果 丸 中 任意 元 素 经 到 中 的 元 素 及 其 递 元 变形 后 都 
不 超出 于 的 范围 , 则 如 是 G 的 正规 子 群 . 
事实 上 ,不 难 验 证 等 式 : 
д САР har)g 一 (9 hg) "i(g hg) 2... (97708,9), 
(9:92) 2992) =9: (91 '№91) 92. 
但 是 G 中 任何 一 个 元 素 都 有 
9 — 9:92***9ь 
的 形式 , 其 中 Е М 9: ЕМС=1,2..., В); 而 五 中 任何 一 个 元 
素 都 有 
= ат раа. „рая 
的 形式 , 其 中 hEN(i =1,2, :.., nn)， 因 此 我 们 永远 有 g ЧЕН. Ш 
这 正 古 我 们 所 要 证 明 的 . 
不 难看 出 ,在 识 的 所 有 元 素 都 有 具有 限 阶 的 情形 下 , 定理 的 陈述 
中 提 及 歼 中 元 素 的 道 元 是 多 余 的 . 
如 果 忆 是 群 G 的 一 个 子 群 ,而 9 是 G 中 一 个 任意 的 元 素 , 那 末 
集合 9 2 79 显然 是 由 子 群 U 中 的 元 素 经 9 变形 后 所 得 出 的 元 素 所 


теми в 
组 成 的 , А РАЕ 5 Е, АЖ и М 属于 
О, ЙІ] 
(9.419) - (9 'из9) =9 ‘(ши,)9, (2) 

(9 019) =g ‘ш 9. 
子 群 9 оС 中 与 0 共 所 的 子 群 。 同 样 世 说 ， 子 群 g 09 
是 由 子 群 0 经 元 素 9 变形 得 出 的 ， 因 为 由 

9 209 一 9 U2g 
可 得 出 全 =22 故 根据 (2) 我 们 可 以 断定 映 射 

1—9 'и9, ЧЄ 

是 子 群 U 到 子 群 9 Vg 上 的 一 个 同 构 映射 . 

由 上 面 关于 与 正规 子 群 中 的 元 素 共 辆 的 元 素 所 讲 的 事实 可 
知 , 群 G 中 所 有 与 正规 子 群 囊 共 斩 的 子 群 都 应 该 全 部 包含 在 囊 内 ， 
事实 上 ， 我 们 还 可 以 更 进一步 地 断言 。 假 如 子 群 Но 是 正规 子 
群 五 的 真子 群 ， 也 就 是 说 ， 假 如 五 中 有 一 个 不 属于 g Но 的 元 素 
Бо, ИСЗ №, ЗЕЕ НЫЕ 99 ”将 不 会 包含 在 如 内 ， 在 为 一 方 
面 , 因为 群 G 中 任何 一 个 与 其 所 有 共 力 子 群 相 重合 的 子 群 ,在 包含 
其 中 每 一 个 元 素 的 同时 也 包含 所 有 与 这 个 元 素 共 轿 的 元 素 ， 所 以 
我 们 可 以 得 出 下 面 的 结果 : 

群 芝 的 正规 子 群 , 并 且 仅 有 这 样 一 种 子 群 , 重 合 于 群 @G 中 所 有 
Бр Жи ТЯ. 

现在 让 我 们 证 明正 规 子 群 的 定义 的 一 些 最 简单 的 推论 . 

指数 为 2 的 子 群 是 正规 子 群 ， 因 为 对 这 个 子 群 的 两 种 分 解 是 
一 致 的 。 例 如 % 次 交错 群 在 同 次 对 称 群 中 的 指数 等 于 2， 所 以 它 
是 这 个 群 中 的 正规 子 群 . 

群 G 中 住 意 一 组 正规 子 群 的 交 也 是 这 个 群 中 的 正规 子 群 ， 

章 实 上 ,如 时 于 群 D 是 这 些 已 知 的 正规 子 灶 的 交 , 则 与 D 中 某 
一 元 素 共 斩 的 每 一 个 元 素 也 应 同时 包含 在 所 有 这 些 正 规 子 群 由， 
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因而 也 包含 在 它们 的 交 内 . 

利用 正规 子 群 这 一 性 质 , 我 们 可 以 像 在 $ 6 中 对 子 群 的 情形 所 
作 的 那样 ,来 讨论 由 群 G 中 一 个 子 集 到 所 生成 的 正规 子 群 . 这 个 正 
规 于 和 群 是 群 G 中 所 有 包含 子 集 开 的 正规 子 群 的 交 . 

群 G 中 任意 一 组 正规 子 群 所 生成 的 正规 子 群 和 这 一 组 正规 子 
群 所 生成 的 子 群 重合 . 

事实 上 , 如 果 已 知 一 组 正规 子 群 五.(a 遍历 某 一 组 足 标 )， 则 子 
群 {五 } 中 的 任何 一 个 元 素 都 可 以 写成 

А,В, -hy 
的 形式 , 其 中 每 一 个 因子 和 都 包含 在 某 一 Н. 内 (一 1 2，…， 0), 
如 果 geG, 则 
9 (№, В, )9= (9 ‘hig) (yg hg) (g hg) 
但 因为 
9 `.96Н,,ї=1,2..., В, 
故 АИ УВ НУ Е —^ о, 本 身 也 包含 在 这 个 
子 群 内 . 
从 这 里 可 以 知道 ， 群 G 中 正规 子 群 的 一 个 递增 序列 的 并 集 也 

是 这 个 群 的 一 个 正规 子 群 。 这 一 点 是 很 容易 直接 证 明 的 . 

正规 子 群 既然 与 群 中 任意 元 素 可 换 ， 当 然 也 与 这 个 群 的 任意 
子 群 可 换 ， 由 此 根据 8$ 8 可 知 , ВСЕ Е ФЕНА Р 
所 生成 的 子 群 {如 ,了 『} 与 来 积 HF ЖА. НЕ, РН, Е} 
中 的 任何 一 个 元 素 可 以 表 成 乘积 В) 的 形式 , 其 中 ЕН, ДЕР, 在 同 
一 前 提 下 子 群 { 忌 , РР} ШБРН 重合 . 

如 果 五 是 群 G 的 正规 子 群 ,而 G 的 子 群 了 包含 整个 H， 

HCFCG, 

ШНА АЯГА 9: Е, аро р АЈ, hEH, у 

ЄР, РН. ЖЕ ЖЕ, 如 果 互 是 群 G 的 正规 子 群 ,天 是 是 


Ес $ 9。 正规 子 群 _ 61 
的 正规 子 群 , ШК 虽然 是 群 G 的 子 群 ， 却 不 一 定 是 @G 的 正规 子 群 . 
换 句 话说 , 一 个 群 是 另 一 个 群 的 正规 子 群 这 一 性 质 是 不 可 传递 的 ， 
下 面 我 们 可 以 见 到 许多 这 方面 的 例子 . 

阿 贝 尔 群 的 任何 一 个 子 群 都 是 正规 子 群 .但 是 也 存在 所 有 子 
群 都 是 正规 子 群 的 那 种 非 交换 群 ， 所 有 这 样 的 非 交 换 群 都 称 为 
Hamilton 群 , 在 Baer 的 论文 [2] 中 可 以 找到 关于 这 一 类 群 的 完全 
描述 ， 特 别 ， 任 何 一 个 Hamilton 群 都 含 一 个 和 下 面 这 个 群 K 同 
构 的 子 群 : ДЕ K 称 为 四 元 数 群 , 它 本 身 也 是 一 个 Hamilton. 群 。 我 


们 用 长 表示 八 次 对 称 群 中 由 置换 
а= (1234) (5678) 和 b= 二 (1537) (2846) 
所 生成 的 子 群 . 
不 难 用 直接 置换 的 方法 验证 下 面 的 关系 式 ; 
0 一 1， 《3) 
2 一 ]， (4) 
а= 5”, (5) 
афа=5. (6) 
从 这 些 基 系 式 我 们 可 得 出 : 
раб = а?(аБа) b= а*5*=а=а, _ (7) 
а%= bab= фа, (8) 
Ба = аа =а6. (9) 


0 а-а=а-а?, 5*.6= 5 -6?, 故 利 用 关系 式 (5) 我 们 可 以 用 调换 因 
子 位 置 ( 即 不 减少 因子 的 个 数 ) 的 方法 ， 将 元 素 a 和 妃 的 任何 一 个 
吞 积 表 成 这 两 个 元 素 的 一 次 智 交 杰出 现 的 乘积 ， 另 外 可 能 还 要 从 
左边 乘 上 一 个 a: 或 63; 另 一 方面 ， 只 要 这 样 一 个 乘积 不 和 下 面 八 
个 乘积 之 一 相合 , 我 们 就 可 以 利用 (6),(7)，(8) 和 (9) 来 减少 它 的 
因子 个 数 ， 这 八 个 乘积 是 : 
1, а, 6, ab= (1836) (2745), ba= (1638) (2547), 
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a:= b= (13)(24)(57)(68), a = (1432) (5876), 

= (1735) (2648); 
但 这 八 个 乘积 是 八 个 不 同 的 元 素 , 故 KK 是 一 个 八 次 非 交 换 群 . 

根据 Lagrange 定理 , 群 天 中 任何 一 个 不 等 于 五 或 天 本 映 的 子 
群 ， 其 阶 必 为 2 或 4， 事 实 上 五 中 有 一 个 唯一 的 2 阶 子 群 即 {a }， 
和 三 个 4 阶 子 群 , 即 {a}, {2F 和 {te2j， 如 果 我 们 用 元 素 a 和 2 去 作 
这 四 个 循环 子 群 的 生成 元 的 变形 ， 那 末 利 用 (3) 一 (7) 我 们 就 可 以 
发 现 , 所 有 这 四 个 子 群 都 是 KK 的 正规 子 群 . 

单纯 群 对 任何 一 个 群 来 说 ， 这 个 和 群 本 和 届 和 单位 子 税 都 是 它 
的 正规 子 群 ,除了 这 两 个 正规 子 群 之 外 不 再 有 其 他 正规 子 群 的 群 ， 
称 为 单纯 群 ， 单 纯 群 是 在 某 种 意义 上 和 了 Hamilton 群 相对 立 的 一 

一 个 阿 贝 尔 群 是 单纯 群 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 循环 群 ,并 且 它 里 
面 的 每 一 个 不 等 于 1 的 元 素 都 是 它 的 生成 元， 因此， 根据 $6 中 
所 作 的 关于 循环 群生 成 元 的 按 语 可 以 断定 : 一 个 阿 贝尔 群 是 一 个 
单纯 群 的 充分 必要 条 件 是 :这 个 群 是 一 个 循环 群 ,， 并且 它 的 阶 数 是 
一 个 素数 ， 

然而 ,不 论 生 有限 的 或 无 限 的 非 交换 单纯 群 都 是 存在 的 . 举例 
来 说 , 我 们 有 下 面 这 样 一 个 定理 ， 这 个 定理 在 Galois 理论 中 起 着 
很 大 的 作用 ; : 

定理 ， 当 ?之 5 时 ,n 次 交错 群 4A, 是 单纯 群 . 

先 证 明 下 面 两 个 引 理 : 

51381. № Жп223, 则 由 群 4。 中 长 度 为 3 的 一 切 御 环 所 生成 
的 子 群 和 整个 群 4 重合 . 

事实 上 ;任何 一 个 偶 置换 都 是 偶数 个 对 换 的 乘积 ; 但 两 个 不 相 
风 铅 戏 履 ,其 乘积 或 者 等 于 一 个 乓 度 为 3 的 循环 , 或 着 等 于 两 个 这 
样 的 循环 的 乘积 : 如 果 а, 6,y,……: 是 被 置换 的 符号 , 则 
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(ав) (ау) = (&Ву), 
(&В) Суд) = (Ву) (аду). 
在 另 一 方面 ， 每 一 个 长 度 为 3 的 循环 都 是 偶 置 换 ， 因 而 包含 在 4， 
内. 
5l 理 2 如果 ?二 5 ЩЕ А, 中 任何 至 少 包含 一 个 长 度 为 3 的 
御 还 的 正规 子 群 都 与 整个 群 A ВА. 
设 群 4 的 正规 子 群 如 包含 一 个 长 度 为 3 ВЕ («В»), Ш (а 
Ву) А, 中 任意 另 一 长 度 为 3 的 循环 ， 如 果 符 号 6 和 * ЖАР 
50, ВУ, [п а 
ое Вернее 
(ате) 
在 必要 时 可 以 对 调 第 二 行 中 符号 5 和 的 位 置 而 成 为 一 个 偶 置 
换 , 具有 性 质 
а '(aBy)a= (a87). 
因此 正规 子 群 豆包 含 群 4, 中 所 有 长 度 为 3 的 循环 ; 根据 引 理 1 五 
和 整个 群 4。 相 重合 ”. 
现在 我 们 米 证 明定 理 本 身 . 设 群 4, 有 一 个 异 于 殖 的 正规 子 
ЕН, РН ЖЕ ЛЕ, 当 它们 被 分 解 为 循环 的 乘积 时 ， 至 
少 有 一 个 循环 的 长 度 宇 4， 设 有 是 这 样 的 元 素 中 的 一 个 : 
k=(apyo).., 
这 里 括号 外 面 的 点 表示 其 余 的 人 循环， 这 时 ,在 群 A Бр Е 
元 素 
h =(aypB)h(apy) =(Вуад---) + 
也 属于 五 ,因而 元 素 
hh = («Вд) 


1) ”用 直接 的 验算 可 以 证 明 , 在 %<5 时 引 理 2 也 是 正确 的 . 
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属于 已 .因此 ,根据 引 理 2, Н-А,. 

现在 设 互 中 某 一 元 素 疡 的 循环 分 解 式 中 只 有 长 度 为 3 的， 或 
者 可 能 只 有 长 度 为 2 的 循环 出 现 ， 我 们 将 假定 这 个 分 解 式 中 长 度 
为 3 的 循环 不 少 于 两 个 ; 因为 不 然 的 话 , Wr 就 是 一 个 长 度 为 3 КИН 
环 , 那 就 可 以 直接 应 用 引 理 2 了 ， 如 果 

p=(apBr) (а Ву’) +» 
则 元 素 
= (В'о'у)ћСух В’) = («Ва) (yr'P') 
важ 内 ， 
= (а уйу!) 
包含 在 五 内 ; рожа а 5 的 循环 , 这 样 我 们 又 回 到 
了 前 面 的 情形 . 

最 后 ， 设 正规 子 群 且 里 茶 一 元 素 h 的 循环 分 解 式 中 只 包含 长 
度 为 2 的 循环 ; 这 样 的 循环 的 个 数 当然 是 一 个 偶数 ， 如 果 7 一 
= (0; Ё.) cp 则 元 素 

h = (ув) в (9 8,у) = (8,7) (в В») 
也 包含 在 如 内 ,这 里 的 ?是 任意 一 个 既 不 同 于 а, В, 也 不 同 于 аз, 
Р 的 符号 ， 在 这 时 ， 和 
一 《ay 有) 

包含 在 正规 子 群 恕 内 ,因而 五 =4,。 如 果 

В = (0. В.) (08) (@зВз) (op) 
则 元 索 

В = (0,0) (8.03) А (Вы) (6,0) = (о) (Ваз) (8,63) (а, Ва)» 

_ ВЕН И, 2с 

hh = (наз 8) (> ВзВ\) 
也 包含 在 总 内 ; 这 就 使 得 我 们 重新 问 到 前 面 讨 论 过 的 情形 。 这 样 
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一 来 ,定理 就 完全 被 证 明了 ›. 

n 之 5 这 一 假定 是 不 可 缺少 的 . 虽然 三 次 交错 群 是 一 个 三 次 循 
环 群 ,因而 是 一 个 单纯 群 ; 可 是 四 次 交错 群 不 是 单纯 群 一 一 不 难 验 
ШЕ, 置换 (12) (34), (13) (24), (14) (23) 和 元 素 1 一道 组 成 4, 中 一 
个 正规 子 群 。 这 个 正规 子 群 是 一 个 4 阶 阿 贝尔 群 ,但 不 是 人 循环 群 . 

上 上 面 所 证 明 的 定理 表明 ， 有 无 限 多 个 非 交 换 的 有 限 单纯 群 存 
ЖЕ. ЛАЗЕ АН ВА ВЕ НР Рен. ИЕН 
单纯 群 这 样 一 个 问题 还 未 完全 解决 , 在 § 61 中 要 给 出 一 些 关于 这 
一 问题 的 有 关 结 果 .2 = 

在 上 面 的 证 明 中 没有 一 处 用 过 群 4, 是 有 限 群 这 一 事实 , 因此 
我 们 可 以 断定 , 可 数 交 错 群 或 ,更 一 般 地 ， 具 任意 无 限 势 (参看 $ 4， 
例 14) 的 交错 群 是 单纯 群 。 这 就 是 说 ， 和 存在 县 任意 无 限 势 的 单纯 
和 群 ，[ 参 看 补充 2. 4. ] 
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由 正规 子 群 的 定义 可 知 ， 群 G 对 正规 子 群 瑟 的 左 陪 集 同时 也 
是 右 陪 集 ， 反 之 亦 然 ， 这 样 我 们 就 只 说 群 G 关于 正规 子 群 五 的 陪 
集 和 G 按 这 个 正规 子 群 的 分 解 ， 

群 G 按 正规 子 群 且 的 分 解 是 这 个 人 群 的 一 个 正则 分 解 ， 

事实 上 ， 设 已 知 群 G 对 正规 子 群 二 的 两 个 陪 集 ， 如 果 从 这 两 
个 陪 集 中 任意 取出 两 个 代表 元 а 和 5, 也 就 是 说 ， 如果 这 两 个 陪 集 
能 表 作 аН 和 25 如 , 则 根据 群 中 子 集 乘 法 的 结合 律 和 等 式 Нь=ФН, 
1 号 三 已, 我 们 可 得 出 

1) 这 个 定理 还 有 几 个 证 明和 书 中 所 叙述 的 证 明 在 性 质 上 极为 相近 ， 就 是 先 从 殖 


中 选 出 一 个 不 等于 单位 元 的 元 素 , 它 使 尽 可 能 多 的 符号 不 变 ， 这 一 类 证 明 中 的 最 简单 
的 一 个 可 以 在 鲍 埃 尔 Bauer 的 工作 [1] 中 找到 。 

2) ЕНА М, ЖДЕ КА, ОНКО, 
经 解决 .可 参看 ,例如 D.Gorenstein, Finite Simple @тоирз, Plenum Ртегг МУ, 
1982 一 一 译 者 ) 
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аН`6Н =в6НН=аБН. 

这 一 命题 的 反面 也 是 正确 的 : 

如 果 已 知 群 G 的 住 意 一 个 正则 分 解 ， 则 在 这 一 分 解 下 包含 单 
位 元 素 的 那个 类 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 ， 而 其 余 的 类 则 是 群 G 对 
这 个 正规 子 群 的 陪 集 . 

设 在 这 个 分 解 下 4 是 包含 元 素 1 的 类 .如果 ail 和 是 4 中 
的 任 蕊 两 个 元 素 ， 则 根据 正则 分 解 的 定义 ， 乘积 aas 应 和 乘积 
1:1=1 属于 同一 类 .因此 ， 

аа А. 
其 次 ， 如 果 a 是 类 4 中 任意 一 个 元 素 ， 则 乘积 аа = 应 和 乘积 
1:а'=а` 属于 同一 类 ， 由 此 即 有 
a `ЄА. 

这 就 证 明了 4 是 G 的 一 个 子 群 ， 四 次， 如 果 & 是 4 中 任意 一 个 元 
北 , 而 2 是 G 中 任意 一 个 元 素 ， 则 乘积 02 ВДЕ Ь 11.61 
属 干 同 一 类 ,这 就 是 说 , 6"1abE4， 因 此 ， 类 4 是 群 G 的 一 个 正规 
ЕЖЕ. 

最 后 , 设 B 是 在 这 一 正则 分 解 下 的 任意 一 个 类 ,如 果 5 是 8B 中 
的 一 个 元 素 , 则 对 4 中 任意 元 素 а, ЗЕЯ ba 和 乘积 5.1=b 属于 间 
一 类 ， 因 此 整个 陪 集 А 全 包含 在 B 内 .现在 设 c 是 8 中 另 一 任 
Жл. МАБ с 在 这 个 正则 分 解 下 属于 同一 元 素 类 , 故 b ie 
和 0 2 一 1 也 属于 同一 元 素 类 , 也 就 是 说 


b ‘cAEA. 
由 此 即 有 
сЕФА. 
这 样 我 们 就 得 出 等 式 
В=64, 


定理 完全 证 明 ， 
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上 面 这 两 个 结果 在 群 G 的 所 有 正则 分 解 和 这 个 群 的 所 有 正规 
子 群 之 间 建 立 了 一 个 相 豆单 值 的 对 应 关系 ， 因 而 使 得 我 们 今后 可 
以 不 必 区 别 一 个 群 的 正则 分 解 和 这 个 群 按 其 正规 子 妊 的 分 解 . 特 
别 , 如 果 4 是 在 群 G 的 某 一 正则 分 解 下 包含 单位 元 素 的 类 , 那 末 我 
们 就 可 以 不 说 群 人 对 这 一 正则 分 解 的 商 群 ， 而 说 它 对 正规 子 群 4 
的 商 群 ， 并 将 这 个 商 群 记 作 拖 ， 


我 们 建议 读者 根据 这 个 观念 相应 地 改变 群 的 同 态 定理 ($3) 的 
表述 方式 ， 这 个 定理 说 明 群 的 正规 子 群 和 它 的 同 态 映 射 之 间 建 立 
本 一 个 密切 的 关系 ， 正 是 由 于 这 一 关系 ， 正 规 子 群 的 概念 才 成 为 
群 论 中 最 主要 的 概念 之 一 ， 特 别 ， 从 这 里 我 们 还 能 得 出 正规 子 群 
的 一 个 新 的 定义 . 设 史 是 将 群 G 映 到 群 6' 上 的 一 个 同志 映射. 群 G 
гр Е ФВ Е С" 的 单位 元 素 上 去 的 全 体 元 素 叫 做 同 态 映 射 9 的 
核 ， 由 同 态 定理 和 本 市 中 的 结果 可 引出 下 面 的 命题 : 

群 G 中 的 正规 子 群 ,并 且 只 有 这 一 类 子 群 , 才 是 这 个 群 的 同 态 
映射 的 核 . 

а АБАС 上 , 且 若 是 G 的 一 个 子 群 , 则 UV 
也 辣 样 受到 一 个 同 态 映射 ， 因 此 ,在 映射 9 下 子 群 在 群 G' 的 象 
是 G 的 一 个 子 群 ， 有 反之 ,如果 如 是 群 的 任意 一 个 子 群 ， 则 巡 
在 群 G 中 的 完全 原 象 U 一 一 即 群 G 中 所 有 被 p 映 入 子 群 U' 的 元 素 
”的 集合 一 一 是 G 的 一 个 子 群 事实 上 ， 如 果 a 和 5 是 的 两 个 元 

Е НШ 
аф=ае', 6ф =Б'ЕТ, 


则 (а2)ф=аһ. 
但 因 20", 故 元 素 a2 应 属于 子 集 U， 其 次 , 我 们 有 
(а )ф=а’", 


但 a IE ， 故 orIEU。 这 样 就 证 明了 我 们 的 命题 ， 还 可 以 补充 


68 第 三 并 ЕЖА 

一 点 : 因为 子 群 VV 包含 群 C 的 单位 元 素 , 故 态 的 完全 原 像 厅 包含 
同 态 喘 射 p 的 核 。 群 G 和 G7 的 子 群 之 间 的 这 一 对 应 关系 还 有 其 他 
许多 重要 的 性 质 ， 这 些 性 质 都 归并 在 下 面 的 定理 里 ， 这 个 定理 称 
为 在 同 态 映 射 下 子 群 的 对 应 定理 . 根据 群 的 同 态 定理 ， 在 这 个 定 
理 中 我 们 将 讨论 群 G 的 商 群 一方 和 将 群 G 映 成 这 个 商 群 的 自然 
同 态 映射 ， 

жайа 8 一 他 中 的 每 一 个 子 群 和 这 个 子 群 在 映射 9 下 


在 G 中 的 完全 原 象 相对 应 ， 则 这 一 对 应 是 群 如 中 所 有 子 群 和 群 G 
中 所 有 包含 正 规 子 群 玖 的 子 群 之 间 的 一 个 相互 单 值 对 应， 在 这 
里 ,相互 对 应 的 子 群 在 各 自 所 属 的 群 中 的 指数 相同 ， 最 后 , 如 果 这 
两 个 子 群 中 的 一 个 是 正规 子 群 , 则 另 一 子 群 也 是 正规 子 群 ; 且 群 @ 
和 好 对 这 两 个 正规 子 群 的 商 群 同 构 

证 明 : 如 果 0, 和 Ds 是 恕 中 的 两 个 互 不 相同 的 子 群 ， 那 来 在 
这 两 个 子 群 中 的 一 个 里 , 璧 如 说 , 在 子 群 0, 里 , 我 们 可 以 找到 一 个 
元 素 如 使 其 不 属于 另 一 子 群 ， 在 自然 同 态 喘 射 p 下 , 群 G 中 有 一 
些 元 素 被 映 成 元 素 5， 因 此 7, 和 7, 这 两 个 子 群 在 G 中 的 完全 原 
象 不 可 能 重合 ， 另 一 方面 , 设 忆 是 群 G 中 任意 一 个 包含 如 的 子 群 
ПОЕ М, 0, 则 是 子 群 吕 在 群 G 中 的 完全 原 象 ， 包 
合式 UCU, 显然 成 立 ， 如 果 а, 是 Uo 中 的 一 个 元 素 ， 则 子 群 口中 
必 有 一 个 元 素 a 和 a 属于 群 G 对 如 的 同一 陪 集 , 但 因为 ИСО, 
mED; 因而 V。 ==V， 这 就 证 明了 我 们 所 讨论 的 对 应 是 一 个 相互 间 
值 对 应 

现在 设 包含 妃 的 子 群 习 和子 群 如 是 群 G 和 豆 = 号 中 相互 对 应 


ПИЛ. НЕС 中 的 任意 两 个 元 素 和 5， 元 素 а 属于 子 
О, м НОАК 
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a ЬН =а Н -ЪН 
属于 子 群 UV。 这 个 事实 表明 ， 群 G 对 子 群 忌 的 左 陪 集 和 群 G 对 子 
ЕО 的 左 陪 集 之 间 有 一 个 相互 单 值 对 应 关系 .由 此 可 知 ， 子 群 V 
在 群 G 中 的 指数 和 子 群 7 在 群 G 中 的 指数 相等 . 
其 次 , 设 V 是 G 的 正规 子 群 , p 和 5 分 别 是 将 G 映 成 G,， 将 G 


映 成 六 的 自然 同 态 有 映射 . 依次 作 映 射 p 与 多 可 得 出 一 个 同 态 映射 


将 G 映 成 ， 这 个 同 态 映 射 的 核 由 群 G 中 被 9 映 入 子 群 人 的 元 素 


组 成 , 这 就 是 子 群 U 的 全 部 元 素 , 因 此, U0 是 群 G 的 正规 子 群 , 且 
CC 


5—5, 如果 也 是 群 G 的 一 个 包含 豆 的 正规 子 群 ,而 也 是 群 
О 中 和 乙 相 对 应 的 子 群 , 则 对 任何 260, 964, зь (Нан 
陪 集 )7 и) 由 群 G 中 属于 也 的 元 素 组 成 ， 因 而 包含 在 也 内， 由 此 
可 知 ,V 是 G 中 的 正规 子 群 .这样 一 来 , 定理 就 完全 被 证 明了 . 

在 34 中 曾 举 出 群 的 同 态 映射 的 许多 例子 .读者 不 难 找 出 这 
些 同 态 映 射 的 核 ， 并 求 出 相应 的 商 群 ， 现 在 让 我 们 来 定 出 有 限 和 
жж. 

设 已 知 一 个 将 循环 群 А= {НВ Ем АЕ Ф, 
如 采 

аф=65, 

则 B 中 所 有 元 素 显然 都 是 元 素 b ОЕ, Я В={6} ВНЕ 
说 ,篇 环 群 的 所 有 商 群 都 是 入 环 群 . 

特别 , 设 和 4 是 一 个 无 限 循 环 群 ,并 将 它 看 作 整 数 加 法 群 ， 如 果 
我 们 把 元 素 6” 看 作 整 数 的 象 , 我 们 就 得 到 一 个 将 群 4 映 到 以 元 
ко 为 生成 元 的 % 阶 竹 环 群 B 上 的 同 态 映 射 。 整 数 和 7 被 映 成 
循环 群 B 中 同一 个 元 素 , 当 且 仅 当 他 们 的 差 8 一 ! 能 被 % 整 除 ， 或 
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如 通 沉 所 说 的 ,整数 站 和 了 А6 п В 4 (1025: = 1 (тойп)), 整数 
加 法 群 的 这 一 同 态 上 映射 ， 相 应 于 将 整数 加 法 群 分 解 成 按 妈 的 倍数 
所 组 成 的 子 群 的 陪 集 ; хрип ии”. МНН: 
关于 人 循环 群 的 子 群 的 结果 ， 并 命 % 遍 历 所 有 自然 数 ， 我 们 可 得 出 
结论 ， 所 有 循环 群 , 并且 只 有 这 些 群 ， 是 无 限 循环 群 ( 即 整数 加 法 
群 ) 的 商 群 ,并 且 这 个 群 对 不 同 子 群 的 商 群 互 不 同 构 2 

如 果 4={q} 是 一 个 s 阶 循环 群 , 且 t 是 s 的 一 个 约 数 : 

s=tg, 

ША ЕЕ {а} АХ Е 9, 因而 4 对 这 个 子 群 的 商 群 是 一 个 9g 阶 
循环 群 ， 在 另 一 方面 ， 因 为 一 个 有 限 群 的 商 群 的 阶 等 于 相应 的 正 
规 子 群 的 指数 , 因而 永远 是 这 个 群 的 一 个 约 数 ,所 以 我 们 可 作出 结 
论 : 8 阶 有 限 衢 环 群 的 商 群 是 ,而 且 仅 是 那 祥 一 些 衢 环 群 ， 它 们 的 
Н 8 的 一 个 约 数 ， 

现在 证 我 们 求 出 pg * 型 群 忆 的 商 群 . 

在 $7 中 已 经 证 明 ， 组 成 下 面 这 个 递增 序列 的 庄子 群 就 是 群 
Реут АТН: 

ЕС {а} {а} С.С {а,} С, 

并 且 这 些 子 群 的 阶 分 别 是 1，2 р, "6, р", 现在 让 我 们 考察 群 
P 对 子 群 {an} 的 商 群 ， 这 个 商 群 是 商 群 ]2s 的 递增 序列 的 并 集 
(GE= 2 十 Da 十 2…). 由 上 文中 所 述 可 知 , 商 群 {ay} / {qa} 是 р" 
循环 群 (6=n 十 1, 2 十 2,…). 因此 , 商 群 5 也 是 一 4 р" 型 群 , 这 


样 我 们 就 看 到 , p” 型 群 和 它 的 所 有 对 于 真子 群 的 商 群 同 构 . 
充 已 知 两 个 群 4 和 8B， 如 果 在 一 个 群 G 中 可 以 找到 一 个 和 4 
1) 参看 $8 中 当 %=4 时 的 特例 ( 例 1)， 


2) ЕЖЕ № 正规 子 群 ， 因 为 我 们 所 讨论 的 群 是 一 个 阿 只 尔 
1. 
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同 构 的 正规 子 群 4', 使 群 G 对 А’ 的 商 群 与 B 同 构 : 


АА, а ~ В, 


ка 
则 群 G 称 为 群 4 借助 于 群 互 的 扩张 . 

我 们 要 指出 ， 在 群 A4 和 B 给 定之 后 ， 群 G 并 不 是 唯一 地 确定 
的 ， 下 面 的 例子 可 以 说 明 这 一 事实 . 

例 1. 在 4 阶 循 环 群 {a} 中 , ТЕ 2 АСЕ 
{aq} 对 这 个 子 群 的 商 群 同样 也 是 一 个 2 阶 循环 群 ， 然 而 如 果 我 们 
取 4 阶 非 循环 阿 贝尔 群 Y 加 以 考察 一 一 正如 $9 中 所 指出 的 ,这 个 
群 包含 在 交错 群 4, 内 一 一 , 那 末 我 们 就 可 以 发 现 ， 这 个 群 中 任何 
一 个 循环 子 群 的 阶 都 是 2， 并 且 群 了 对 这 个 子 群 的 商 群 也 同样 是 
一 个 2 阶 循环 群 。 这 样 一 来 ， 在 我 们 面前 就 出 现 了 一 个 2 阶 循环 
群 借助 于 它 本 身 的 两 种 不 同 构 的 扩张 . 

例 2，6 阶 循环 群 有 一 个 唯一 的 3 阶 循环 子 群 ， 它 对 这 个 子 娩 
的 商 群 是 一 个 2 阶 循环 群 ; 但 三 次 对 称 群 9 的 正规 子 群 4s 也 是 
一 个 3 阶 循环 群 ， 且 商 群 中 也 是 一 个 2 ИЖ. 


在 第 十 二 章 中 将 对 群 的 扩张 作 详细 的 研究 . 

直面 的 定理 在 今后 极为 有 用 : 

同 构 定理 设 4 和 BB 是 群 G 的 两 个 子 群 ， 且 A 是 子 群 {4,B} 
的 正规 子 群 , 则 这 两 个 子 群 的 交 АПВ 是 BB 的 正规 子 群 , 且 

(А,В) В 
A (АПВ) ` 

事实 上 , ДУА (А, В} ВЕНЕ, (А, В} = АВ, 因此 , 群 

(А, ВТА 的 每 一 个 陪 集 中 都 含有 B 中 的 元 素 ， 即 和 B 有 非 


空 交 ， 由 此 可 知 ， 在 将 群 {4, B} 映 成 商 群 { 二 全 的 自然 同 态 映 射 


下 ， 子 群 召 将 被 同 态 地 了 映 成 整个 这 个 商 群 ， 因 此 ,根据 同 态 定 理 ， 
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商 群 + 名 人 4 和 和 群 了 对 其 正规 子 群 (由 也 中 所 有 被 喘 成 单位 元 素 的 


元 素 所 组 成 ) 的 商 群 同 构 . 但 8B 的 这 些 元 素 就 是 交 4 们 B 中 的 全 部 
元 素 ， 定 理 得 到 证 明 . 
还 要 强调 一 点 : 在 同 构 定理 中 包含 着 下 面 这 样 一 个 很 容易 直 
接 证 明 的 命题 . 
一 个 正规 子 群 和 一 个 子 群 的 交 是 这 个 子 群 的 正规 子 群 . 
现在 让 我 们 利用 这 个 命题 来 证 明 下 面 的 定理 : 
一 个 由 单纯 群 所 构成 的 递增 序列 的 并 集 是 一 个 单纯 群 . 
事实 上 , 设 群 G 是 它 的 真子 群 的 递增 序列 
ОС, з. СО СС. 
的 并 集 , 并 且 这 些 子 群 都 是 单纯 群 ; 设 五 是 群 G 的 一 个 不 等 于 如 的 
正规 真子 群 . 于 是 就 存在 这 样 一 个 下 标 #0, ПН ИМЕ 
,也 不 学 于 Us。 但 根据 上 述 , 这 个 交 是 群 0, 的 一 个 正规 子 群 , 这 
和 Ui 的 单纯 性 相 了 矛盾 . 
同 构 定理 是 下 面 这 个 以 Zassenhaus 引 理 [1] 为 名 的 定理 的 一 
个 特例 . 
设 已 知 群 G 的 子 群 4，A'， В№ В; В АЖАНЕН ЗВ, 
B 是 BB 的 正规 子 群 ， 则 A(4N 们 B') 是 A(4NB) 的 正规 子 群 ， 
B (BN 站 4) 是 B'(B 门 4) 的 正规 子 群 , 且 相 应 的 商 群 同 构 : 
А'(АПВ) _В'(ВПА) 
А'(АПВ') В’(ВПА’` 
ЕН. БЛАГ: 
C=ANMB 
р= (ANB') (BN A'). 
显然 ОСС. АК, ҢА В ВЕЕТ, ШО ЕВЕ, 
СПВ’=АПВПВ’=АЦПВ’ 


por четыре НИ И НЕА З ОДИНА ИНЬ ДА ЧЕЛ НН СГ р ! 
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是 C 的 正规 子 群 。 由 于 对 4 和 BB 所 作 的 假定 是 对 称 的 , ВСВ ПА" 
也 是 C 的 正规 子 群 ,因而 D 是 C 的 正规 子 群 ,因为 两 正规 子 群 的 乘 
积 还 是 一 个 正规 子 群 ， 这 样 一 来 , 我 们 就 可 以 讨论 C 对 DD 的 黄 群 ， 
并 将 它 记 作 Н, : 
Н = 


sls 


在 忆 一 方面 ,4 是 4 的 正规 子 群 ， 因 而 乘积 4 (АПВ) =А’С 
是 一 个 子 群 , 这 乘积 中 的 任 一 个 元 素 都 具有 形式 ас, 其 中 wx ЄА', 
c<C， 我 们 使 陪 集 ( 即 群 豆 中 的 元 素 )De 和 这 个 元 素 相对 应 . 如 果 
元 素 a c 能 用 为 一 种 方式 表 成 下 面 的 形式 

ас=а1с,, 

则 

аа = сс Є(А ПС) EA В) <р. 
因而 C= (а! ‘а )еЄре. 
这 样 我 们 就 得 出 将 群 4C 映 入 群 且 的 一 个 单 值 映 射 ; 因为 在 这 个 
映射 TC 中 的 每 一 个 元 素 被 映 成 它 所 属 的 陪 集 De, 故 群 40 被 映 
成 整个 群 Н. 这 映射 是 一 个 同 术 上 映射: 因为 4 是 АО 的 正规 子 群 ， 
С 

а1С1*42С2= а3(с:с.), 其 中 asE4'. 

于 群 4 (4 门 B) 显 然 包 含 在 这 个 同 态 映射 的 核 内 ,因为 我 们 知 
я АПВ'Ср, 为 一 方面 ， 如 果 元 素 we 被 这 个 映射 映 入 D， 则 
сЄр, 也 就 是 说 ， 

c 二 wv， 其 中 E(BMA'),veE(4 门 8B””)， 
但 在 这 时 
| а’с= (а) 0 а0СА'(АПВ”). 
Н, АЧАА ДА ПВ) 5. МАБ, 
由 这 个 事实 即 可 引出 同 构 关系 
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4 (4 门 五 ) 
4 (4 В’) 
由 所 考虑 的 子 群 的 对 称 性 可 知 , 同 构 关 系 
В'(ВПА) 
В'(ВПА”) 
也 成 立 ， 由 此 可 得 出 引 理 中 的 全 部 断言 . 
在 АРВ, В'=Е М, Ша] Zassenhaus 引 理 得 出 同 构 定理 . 
在 群 G 的 子 群 A4 和 B 二 者 中 没有 一 个 被 假定 是 {4,，B} 的 正规 
子 群 的 情形 , 同 构 定理 可 化 为 关于 4 在 {4,B} 中 的 指数 和 A4NB 在 
8 中 的 指数 的 某 种 说 法 ， 在 一 般 的 情形 下 只 能 断定 这 里 的 第 一 个 
指数 不 小 于 第 二 个 指数 ， 事 实 上 ， 只 要 把 证 明 同 构 定理 时 所 使 用 
的 各 个 论 乓 重复 说 一 下 ,我 们 可 以 看 出 , 子 群 B 对 子 群 40 间 B 的 每 
一 个 右 陪 集 都 是 {4, B} 对 和 4 的 某 一 个 右 陪 集 和 B 的 交 ， 但 {4, В} 
对 4 的 某 些 右 陪 集 和 B 的 交 可 能 是 空 集 才 称 群 : 
的 两 个 2 阶 循环 群 作为 4 和 В, 就 可 以 证 实 这 一 点 ， 利 用 8$ 8 中 所 
证 明 的 命题 一 一 {4, В) = АВ, 当 且 仅 当 4 和 B 可 换 一 一 , 我们 不 难 
ПЕНН: {4,B} 对 4 的 每 一 个 陪 集 都 和 B 有 非 空 交 的 充分 必要 条 件 
古 4 和 B 可 换 ， 换 名 话说 ,如 果 假 定 所 讨论 的 指数 都 是 有 限 的 ,我 
们 可 得 出 下 面 的 定理 ; 
子 群 4 在 子 人 群 {4，B} 中 的 指数 和 子 群 ANB 在 B 中 的 指数 相 
等 的 充分 必要 条 件 是 4 和 妃 可 换 ， 


ЗН. 


>— Н 


ЗИ. Ж9056 65У 26 
МАО, ШС Я БМ уус 
ВО ЭХА Е МЕС 中 的 正规 化 子 , 事 
5: Е, ИЖ аМ = Ma,bM = МЬ, 1! 
(46) М=аМЬ= М(ађ); 


一 于 1 
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其 次 , 将 等 式 aM = Ма 的 两 端 从 左右 两 边 同 时 乘 上 w-!， 我 们 可 
得 出 
Mo 一 -1 

特别 ,有 了 这 个 一 般 的 定义 ,我 们 就 可 以 讨论 一 个 子 群 的 正规 
化 子 或 一 个 单独 的 元 素 的 正规 化 子 ， 因 为 每 一 个 元 素 必 和 它 自己 
可 换 , 每 一 个 子 群 和 它 所 包含 的 每 一 个 元 素 可 换 , 故 元 素 a( 子 群 4) 
的 正规 化 村 包含 这 个 元 素 9《 子 群 4) 本 身 ， 显 然 ， 子 群 4 的 正规 
化 子 是 群 G 中 包含 4 作为 正规 子 群 的 最 大 子 群 , 由 此 可 知 , 子 群 4 
的 正规 化 子 和 整个 群 G 相 重合 , 当 且 仅 当 4 是 @G 的 一 个 正规 子 群 . 
在 用 一 方面 ,也 可 能 有 这 样 一 种 情形 , 即 一 个 子 群 和 它 的 正规 化 子 
相 重 合 。 例 如 3 次 对 称 群 中 的 2 阶 循环 子 群 {(12)} 就 有 这 样 的 性 
Ж. 

ска 在 群 G 中 的 正规 化 子 显然 包含 在 循环 子 群 {a} 的 正规 
化 于 内 ， 但 不 一 定 和 它 相 重合 ，3 次 对 称 群 中 元 素 (123) 就 能 给 出 

这 样 一 个 例子 .但 在 任何 情况 下 , 元素 a 的 正规 化 子 包含 子 群 {a} 
作为 其 正规 子 群 . 

正规 化 子 的 概念 在 建立 本 节 所 讲 共 斩 元 素 和 共 斩 子 群 的 共 些 
极 重 要 的 性 质 时 , 起 着 辅助 的 作用 . 

如 抄 群 G 中 的 元 素 5 和 元 素 a 3:90, Н = 9-19, 则 a = 二 gbg-1， 
也 就 是 说 ,元 素 а 可 由 元 素 5 经 元 素 g ! 变形 得 出 ,因为 a=1-!141， 
НОС ВЕЧЕ] — СЖ ЖИВ В СЗ, ВЕ, ИЖ 0.1491, ec 二 gi'bgs， 
则 

c= (9192) 'а(919»). 
这 破 是 说 ,元 素 共 轿 的 性 质 是 传递 的 ， 由 此 可 知 , 整个 群 G 可 分 解 
成 为 若干 个 由 一 些 彼 此 共 示 的 元 素 所 组 成 的 互 不 相交 的 集合 ， 或 
за ЯНУ, ОНУ вил НИЕ 
类 中 的 元 素 显 然 有 相同 的 阶 . 
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$ 9 中 所 给 出 的 正规 子 群 的 定义 之 一 现在 可 用 下 述 方式 表达 
出 来 : 正规 子 群 就 是 群 G 中 的 那 祥 一 种 子 群 ,他 们 在 包 舍 其 每 个 元 
率 的 同时 ,也 和 包 合 这 个 元 素 所 属 的 整个 共 s 元 素 类 ; 因此 ， 正 规 子 
群 也 就 是 由 群 G 中 若干 个 完整 的 共 斩 元 素 类 所 构成 的 子 群 .注意 : 
在 一 个 群 中 ， 任 何 一 个 由 这 个 群 中 的 若干 个 完整 的 共 轿 元 素 类 所 
构成 的 子 集 称 为 一 个 不 变 子 集 . 

现在 让 我 们 给 出 共 罗 元 素 类 的 一 些 基本 性 质 . 

АЖС Фел ажил жил, ТЛА Жадаю 
正规 化 子 必 的 指数 ， 

事实 上 ， 如 采 5=g ag， 那么 对 六 中 的 任何 一 个 元 素 %， 有 
(79)” a(ng) 二 5. 男 一 方面 ,如 果 gr'agi 二 5, 则 (gg1')"!'a(ggi')=a， 
也 就 是 说 ,ggi'EN, 因而 元 素 9 和 gi 包含 在 对立 的 同一 右 陪 集 
内 . НЮ, ЖЕМЕУ а 共 轿 的 元 政之 间 存 在 一 个 相 
五 单 值 对 应 ， 

由 此 作为 一 个 特例 可 知 ， 群 G 的 元 素 a 包含 在 一 个 有 限 共 拍 
元 素 类 内 ， 当 上 且 仅 当 这 个 元 素 的 正规 化 子 在 群 G 中 有 有 限 指 数 . 因 
为 在 一 个 有 限 群 中 ， 子 群 的 指数 是 整个 群 的 阶 的 约 数 ( 参 看 $ 8 中 
的 上 Lagrange 定理 ), 故 由 上 面 所 证 明 的 定理 可 以 推出 , 在 一 个 有 限 
群 中 ,一 个 共 邢 元 素 类 中 元 素 的 个 数 是 这 个 群 的 阶 的 约 数 ， 

下 面 的 命题 是 在 $ 9 开头 时 所 证 明 的 定理 的 一 个 特例 ; 

由 群 节 中 某 一 共 拖 元 素 类 ， 或 者 更 一 般 地 ,由 @ 中 革 一 不 变 子 
集 所 生成 的 子 群 是 G 的 正规 子 群 . 

由 此 不 难 证 明 ， 由 群 G 中 一 个 子 集 政 所 生成 的 群 G 的 正规 子 
群 ， 就 是 由 所 有 G 内 与 到 中 元 素 共 斩 的 元 素 所 组 成 的 集合 到 所 止 
成 的 子 群 . 

ОЛЯ А ЖАК, К, 的 来 积 由 G 中 若干 个 完整 的 
共 孝 元 素 类 构成 ,也 就 是 说 , 采 积 KKs 是 一 个 不 变 集 合 。 


" . | в 
ЕНЕРГИЧНО дв пра ен НЫ чит р АИС 1 бир ИНЬ ЕА ' 
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事实 上 , 如 采 аеК,, а.ЕК», 则 

g (а:а2)9= (9 ‘a1g)(g 'а9), 
也 惑 是 说 , 和 К.К, ос СЛЕ ТЕЖ. 

最 后 还 可 以 注意 ， 如 果 下 是 群 @G 的 一 个 共 斩 元 素 类 ， ЯК, 
即 六 中 元 素 的 递 元 素 所 组 成 的 集合 也 是 一 个 共 斩 元 素 类 ， 更 一 般 
地 , 对 任意 整数 5, К 中 所 有 元 素 的 8 次 黑 所 组 成 的 集合 也 是 群 G@C 
的 一 个 共 姨 元 素 类 . 

НЕ, ИЖ а= 9 09 а= 9 1019; ШИН = 91119,97 
得 出 "= (gi 419,)°, Ьа, ЕЕ СИ 8 КЕ. 

Е НЕТ Ра, СКИЛЛ. 群 
ар НЕВЕ НН ЕЛ; 这 样 的 元 素 
完 然 就 是 和 群 G 中 所 有 的 元 素 都 可 换 的 那些 元 素 ， 或 者 如 通常 所 
说 的 ， 是 群 G 中 的 不 交 元 ， 不 变 元 也 可 以 定义 为 其 正规 化 子 和 整 
小 群 相 重合 的 元 素 . 

不 难看 出 , 群 G 中 所 有 不 变 元 的 集合 Z 是 G 的 一 个 子 群 ,这 个 
于 和 群 称 群 G 的 中 心 , 它 是 G 的 一 个 正规 子 群 (因为 它 里 面 的 每 一 个 
元 系 已 经 是 一 个 完整 的 共 轿 元 素 类 ). 中 心里 的 任何 一 个 子 群 同样 
也 是 群 G 的 正规 子 群 。 阿 贝尔 群 , 并 且 只 有 阿 贝尔 群 , 和 自己 的 中 
心 相 重合 ， 在 为 外 一 方面 , 也 存在 这 样 一 种 群 ,他们 的 中 心 仅 由 元 
素 1 组 成 . 这样 的 群 有 一 个 不 完全 准确 , 但 非常 便利 的 名 称 一 一 无 
中 心 群 .例如 对 称 群 Su(z 之 3) 和 所 有 非 交 换 单 纯 群 都 是 这 样 的 群 

高 等 代数 课程 中 有 一 个 熟悉 的 定理 表明 ， 在 系数 属于 某 一 域 
НОТ т 阶 和 矩阵 的 群 中 , 中心 由 所 有 纯 量 矩阵 组 成 ,而 所 谓 纯 量 秆 
阵 , 即 是 主 对 角 线 以 外 所 有 元 素 都 等 于 零 , 而 主 对 角 线 上 元 素 彼 此 
相等 的 那 种 矩阵 . 

可 注意 的 是 ; 群 G 对 其 中 心 的 商 群 不 一 定 是 一 个 无 中 心 群 . Я 
如 四 元 数 群 的 中 心 是 一 个 2 阶 循环 群 (参看 $ 9), 但 四 元 数 群 对 这 


.3 
个 子 群 的 商 群 甚至 还 是 一 个 阿 贝 尔 群 ， 然 而 必须 指出 ， 一 个 非 交 
КИВИ а, ЖЕ, ИЖС 


是 一 个 循环 群 ， 那 末 我 们 就 可 以 从 作为 这 个 循环 群 的 生成 元 的 那 
个 陪 集中 取出 一 个 元 素 в Ж, 这 个 元 素 和 和 中心 Z 一道 所 生成 的 子 
群 和 整个 群 G 相 重合 ， 但 因 这 里 所 涉及 到 的 元 素 都 彼此 可 换 ， 故 
G 是 一 个 交换 群 ， 

一 个 群 可 以 分 解 成 为 一 些 互 不 相交 的 共 力 元 素 类 , 与 此 相似 ， 
群 G 中 所 有 子 群 的 集合 可 分 成 一 些 互 不 相交 的 共 力 子 群 类 .注意 ， 
如 有 果 玫 是 群 G 的 一 个 共 力 元 素 类 ， 则 于 中 各 个 元 驼 的 正规 化 子 的 
集合 是 人 的 一 个 共 斩 子 群 类 ?7)， 

事实 上 , ать ж КА, П We。 和 No 分 别 是 这 
两 个 元 素 在 群 G 中 的 正规 化 子 ， 则 由 5==g ‘49 和 xSNo。， 即 ха= 
一 42 可 得 出 

6(9 '29)=9 '(а2)9= (9 ЗБ, 


也 就 是 说 ， 
g М.М (1) 
但 由 4 二 gb6g” 用 同样 的 方法 可 得 出 
ОМ СМ, 
ВП 
NoCo Nag. (2) 
由 (1) 和 (2) 可 知 
№= 9 Nog. 
ВЛЕВА РАЕРЖ М, Зе, 
Е= 9; Мод» 


ДР Уре лок 91 49: 的 王 规 化 子 ， 这 样 一 来 ， 我 们 的 定理 就 被 


1) 到 中 两 个 不 相同 的 元 素 , 其 正规 化 子 当然 可 能 相同 ， 
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证 明了 . 

现在 让 我 们 来 证 明 共 罗 子 群 类 的 一 些 基本 性 质 . 

群 @G 中 与 子 群 4 共 斩 的 子 群 的 个 数 〈 即 这 种 子 群 所 成 集合 的 
势 ) 等 于 子 群 4 的 正规 化 子 入 的 指数 ， 事 实 上 , АПАЕ Эс 
情形 一 样 ， 要 想 用 两 个 不 同 的 元 素 去 作 子 群 4 的 变形 而 得 出 同一 
ЛБА ТА, 其 充分 必要 条 件 是 : 这 两 个 元 素 属于 G 对 友 的 
同一 右 陪 集 . 

特别 , 从 这 里 可 以 看 出 , 所 有 和 子 群 4 共 箔 的 子 群 ， 其 正规 化 
地 在 群 G 中 有 相同 的 指数 . 其 次 ,如 果 B=g Ад, ШУ В ВЕ 
规 化 子 是 g “Ng， 同时 因为 映射 :>g i1rg，zEN， 是 将 入 映 到 
9 Ng 上 的 一 个 同 构 映射 , 且 在 这 样 卫 射 下 子 群 4 被 映 成 子 群 B， 
玖 4 在 妨 中 的 指数 和 8B 在 g 'Ng 中 的 指数 相等 . 从 这 个 事实 和 前 
面 的 按 语 可 得 出 这 样 一 个 命题 ， 即 子 群 4 和 8B 在 G 中 的 指数 也 相 
等 ， 换 名 话说 , 共 斩 的 子 群 在 群 中 有 相同 的 指数 .如 果 这 些 指数 是 
有 限 的 ， 则 两 个 共 罗 的 子 群 之 中 没有 一 个 子 群 能 够 全 部 包含 另 一 
子 群 ,然而 在 一 般 的 情形 下 这 却 完 全 是 可 能 的 ; 并 且 如 果 g 'А9 包 
含 在 4 内 且 不 等 于 4， 则 9 “4g? 将 是 g '4g 的 真子 群 ,g ЗАЧ’ 将 
хо Ад 的 真子 群 ， 如 此 等 等 ， 另 一 方面 , 在 这 样 的 情形 下 , 4 也 
ж 949 ”的 真子 群 ,ghg 是 g 4g “的 真子 群 ,如 此 等 等 ， 

举例 来 说 ， 让 我 们 考察 全 体 整 数 ( 正 的 或 负 的 ) 集 合 的 所 有 自 
笛 相 互 单 值 映射 所 组 成 的 群 G. 我 们 从 这 个 群 中 取出 由 对 换 

(12), (23), ++, (пуп РТ), n>0 
所 组 成 的 集合 用 ,并且 用 4 表示 由 这 些 对 换 所 生成 的 子 群 ， 如 果 g 
表示 将 上 映 成 十 1 的 映射 , 也 就 是 说 , 如 果 采 用 循环 记 法 时 有 
g= (一 太一 2) 一 1 0012 天)， 
则 
g (n,n 二 1)g= (п+ 1,242). 
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由 此 即 可 看 出 ， 子 群 4 在 群 G 中 和 它 的 真子 群 一 - 即 用 中 除 (12) 
外 所 有 其 余 元 素 所 生成 的 子 群 一 — 共 轿 . 

人 群 的 一 个 共 思 子 群 类 中 所 有 子 群 的 交 是 一 个 正规 子 群 . 

事实 上 , 用 元 素 9 去 作 这 个 共 轿 子 群 类 中 所 有 子 群 的 变形 , 我 
们 同时 也 就 作 了 这 些 子 群 的 交 D 的 变形 ， 但 用 一 个 元 素 去 作 一 个 
共 轧 子 群 类 中 所 有 子 群 的 变形 只 不 过 是 将 这 些 子 群 重 排 一 下 ， 故 
对 群 G 中 的 任何 一 个 元 素 9 来 说 ， 子 群 Чо 永远 和 子 群 刀 相 重 
合 ， 这 就 证 明了 我 们 的 定理 ， 注 意 ， 这 个 交 D 当然 也 可 以 等 于 单 
К Е. 

从 这 里 所 证 明 的 定理 可 得 出 下 面 的 重要 结果 : 

如 果 群 G 中 有 一 个 具有 限 指 数 的 子 群 ， 那 末 在 它 里 面 也 有 一 
个 具有 限 指数 的 正规 子 群 . 

ПЕНН. 如 果子 群 瑟 在 G 中 有 有 限 指 数 , 则 如 以 上 所 证 , 所 有 和 
已 共 斩 的 子 群 也 都 是 具有 限 指 数 的 子 群 ， 因 为 子 群 于 的 指数 是 有 
限 的 , 故 瑟 的 正规 化 子 的 指数 也 是 有 限 的 , 因而 和 五 共 斩 的 子 群 只 
有 有 限 个 . 如 以 上 所 证 , 这 些 子 群 的 交 是 一 个 正规 子 群 ; 并 且 , 根据 
Poincars Д ( $ 8), 这 个 交 在 G 中 有 有 限 指数 . 

我 们 引进 一 个 和 正规 化 子 的 概念 极为 相近 的 概念 以 结束 本 
$. 如果 于是 群 G 中 的 一 个 子 集 ， 则 与 允 中 每 一 个 元 素 都 可 换 的 
元 素 的 集合 将 是 群 G 中 的 一 个 子 群 ， 这 个 子 群 称 为 集合 ML 在 群 G 
中 的 中 心 化 子 ， 单 独 一 个 元 素 的 中 心 化 子 和 这 个 元 素 的 正规 化 子 
相 重合 ， 而 在 一 般 情形 下 集合 政 的 中 心 化 子 包含 在 这 个 集合 的 正 
规 化 子 内 ， 一 个 子 群 的 中 心 化 子 当 然 不 一 定 包含 这 个 子 群 。 群 的 
中 心 化 子 即 这 个 群 的 中 心 . 

显然 ,集合 下 的 中 心 化 子 等 于 履 中 名 个 元 素 的 正规 化 子 的 交 . 
岂 此 不 礁 锥 出 , 群 G 的 一 个 正规 子 群 的 中 心 化 子 ， 或 更 一 般 地 , 群 
G 中 任何 一 个 不 变 集 合 的 中 心 化 子 是 群 G 的 正规 子 群 事实 上 ， 
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МЕТАН НЕНИИ Н ОНР ЕН Е ЕР 
Жо, 因而 这 些 正规 化 子 的 交 应 该 也 是 一 个 正规 子 群 . 将 这 一 定理 
应 用 于 任意 子 群 和 它 的 正规 化 子 , 我们 可 得 出 : 任何 一 个 子 群 的 中 
心 化 子 种 这 个 子 群 的 正规 化 子 的 正规 子 群 。 
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集 到 其 本 身上 所 有 相互 单 值 映射 所 成 的 群 Su 的 一 个 子 群 同 构 . 因 
Ш, 研究 群 论 只 要 弄 清楚 有 限 对 称 群 和 具有 无 限 势 欢 的 群 Sy 的 子 
群 就 可 以 了 . 然而 ， 在 多 数 情形 ， 这 样 做 不 仅 不 会 给 研究 提供 方 
便 ,有 反而 会 带 来 不 必要 的 麻烦 .尽管 如 此 ,对称 群 的 子 群 有 时 具有 
这 样 的 用 处 ,描述 这 些 子 群 在 对 称 群 中 的 状态 以 及 与 此 相关 , 这 些 
子 群 的 元 素 古 置换 ， 这 些 性 质 起 着 重要 的 作用 .其 中 某 些 性 质 将 

在 本 闻 概 括 地 加 以 叙述 . 
| КЖ ЖМ. МАБ В, ЗИК Мр 
НЯ ЕЕ АВЧ М ЕЕ А. МАА 9 ЕВ 
有 相互 单 值 映射 所 组 成 的 群 的 任意 一 个 子 群 叫 做 集 用 上 一 个 置换 
群 。 如 采 必 是 有 限 集 并 且 由 % 个 元 素 组 成 , 那 末 履 上 置换 群 ,也 就 
是 说 , % 次 对 称 群 的 子 群 , 员 做 一 个 nn 次 置换 群 . 

设 P 了 是 集 用 上 一 个 置换 群 ， 则 集 戏 按 以 下 方式 被 分 解 成 互 不 
相交 的 类 一 一 群 呈 的 传递 类 ; Мула 与 属于 同一 类 ， 当 且 
仅 当 在 PP 内 至 少 存在 一 个 置换 ， 它 将 4 变 成 5b.a 与 5 之 间 的 这 个 
关系 的 日 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 可 以 由 了 是 群 的 这 个 事实 直接 得 
出。 显然 ， 集 以 的 每 一 个 在 群 忆 的 所 有 置换 之 下 保持 不 动 的 元 素 
单独 组 成 一 个 传递 类 . 


1) ЕЖЕ Тилли. 
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集 歼 上 置换 群 己 说 是 在 M 上 传递 的 , 如 果 已 只 有 一 个 传递 类 ， 
显然 , 这 个 传 建 类 与 于 重合 , 换 句 话说， 如 采集 型 的 每 一 个 元 素 都 
可 以 通过 已 的 某 一 个 置换 变 成 这 个 集 的 任意 一 个 元 素 ， 具有 多 于 
一 个 传递 类 的 群 冲 做 非 传 递 群 

设 己 在 集 凡 上 是 可 传递 的 ,又 设 Ps 是 忆 中 保持 及 的 一 个 元 素 
а 不 动 的 一 切 置换 所 成 的 集 ，Pu к Б РА, АЯР 
的 一 个 置换 o 将 元 素 4 变 成 ?， 那 末 右 陪 集 Рао 的 所 有 置换 都 具 
有 这 个 性 质 ， 为 一 方面 , 如 果 户 的 置换 z+ 也 把 a 变 成 5, 那么 乘积 
or ”保持 元 素 4 不 动 , ЕТУ Ра, Мт ТЈ РВЕ Р.о. Н 
НЕ РЕЖЕ, 元 素 a 可 以 变 成 及 的 任意 一 个 元 素 , 所 以 我 们 得 到 
集 履 的 所 有 元 素 与 群 P 关 于 子 群 Ps 的 右 陪 集 之 间 的 一 个 相互 单 
值 对 应 ， 如 果 集 用 是 有 限 的 , 也 就 是 说 , 如 果 群 也 是 有 限 的 ， 那 末 
PP 是 有 限 次 置换 群 。 寺 是 子 群 Po 在 群 忆 内 的 指数 是 有 限 的 ， 并且 
地 于 群 忆 的 次 数 。 这 样 ， 根 据 Lagrange 定理 ， 我 们 得 到 以 下 定 
理 : 

有 限 次 传递 置换 群 的 阶 被 它 的 次 数 整 除 . 

加 到 一 般 情 形 ， 我 们 注意 ， 如 果 书 的 一 个 置换 o 把 元 素 a 变 
成 0, 那 末 等 式 

Р.=с Pr 

成 立 ， 这 就 是 说 , 在 一 个 传递 群 己 内 ， 对 于 民 的 所 有 元 素 a， 子 群 
Ре 是 彼此 共 斩 的 .它们 在 群 己 内 构成 整个 一 个 共 生 子 群 类 

集团 上 一 个 置换 群 PM 做 雍 重 传递 的 (是 一 个 自然 数 )， 如 
采集 用 中 元 素 所 成 的 每 一 个 上 元 有 序 组 都 可 以 通过 了 的 某 一 置换 
变 成 必 中 元 素 的 任意 另 一 个 元 有 序 组 ， 这 样 ,n 次 对 称 群 是 ” 重 
РОВ. п 次 交错 群 是 4 一 2 重 传递 的 .事实 上 , 同时 存在 两 个 л 
次 置换 ， 它们 者 把 2 一 2 个 符号 а, аз, "а, ЖЕКА ап, ато, 9 
qin-2; 这 两 个 置换 中 的 一 个 可 以 由 男 一 个 通过 一 个 对 换 而 得 到 , 因 
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而 其 中 之 一 是 偶 置 换 ， 显 然 , УГО ТЕХ 
一 个 7 重 传递 群 

集 有 上 一 个 传递 置换 群 卫 说 是 非 本 原 的 ， 如 果 集 肛 可 以 这 样 
分 解 成 两 两 不 相交 的 真子 集 以 .， 其 中 有 一 个 子 集 至 少 含有 两 个 
л ОХУ ТЖМ, 叫做 群 P 的 非 本 原 类 )， 使 得 以 下 要 求 被 满 
是 :如果 任意 一 个 非 本 原 类 有 以, 中 某 一 元 素 a 被 P 的 一 个 置换 Go 
变 成 某 一 非 本 原 类 MM 7с 6, М, 的 每 一 个 元 素 都 被 o 变 
成 用 ,中 的 元 素 ， 如 果 集 用 不 能 这 样 分 解 ， 那 么 就 说 群 P 是 本 原 
的 . 

Щщ ГАМУ ЭСТ Р ДЕ КАО А, М, 
和 Мое ОЕК КЗЕЖДИЖ. Я а, о 分 别 是 М, 和 М, 
的 元 深 , 那 末 由 群 了 的 传递 性 ,在 P 内 存在 一 个 置换 с, В а, 变 
成 a2， 因 而 它 把 М, В М, 的 一 个 子 集 . Е, М, 被 映 成 整个 
М», 因为 不 然 的 话 , 置换 oa“ 将 把 对。 映 成 一 个 集合 , 它 包含 下 , Е 
为 其 于 集 , 这 与 非 本 原 类 的 定义 矛盾 .特别 , 由 此 推出 ， 所 有 非 本 
原 类 出。 部 具有 相同 的 势 ， 在 有 限 的 情形 , 这 就 是 说 ， 所 有 非 本 原 
类 都 含有 相同 个 数 的 元 素 . 

我 们 看 到 , ЕР 的 每 一 个 置换 仅仅 置换 这 些 非 本 原 类 用 6s， 也 
开 古 说 ,引起 了 这 些 非 本 原 类 所 成 的 集合 上 的 一 个 置换 ， 显 然 , 类 
必 。 所 成 的 集合 上 一 切 这 样 的 置换 构成 一 个 群 , 这 个 群 与 P 对 于 P 
的 一 个 正规 子 群 的 商 群 同 构 ， 这 个 正规 子 群 是 由 P 中 把 MM 的 属于 
每 一 类 于。 的 元 素 仍 变 到 Ms 内 的 那样 的 置换 组 成 的 ， 自 然 ， 这 个 
正规 于 群 可 以 仅 由 一 个 单位 元 素 构成 . 

集 于 被 分 成 关于 传递 群 己 的 非 本 原 类 的 所 有 分 解 都 可 以 如 下 
地 得 到 : 首先 , ХР. 是 由 群 书 的 所 有 保持 允 的 元 素 e 不 动 的 置换 
所 成 的 子 群 ， 如 果 @ 是 群 忆 的 一 个 真子 群 , 并 且 它 包 含 P。 作为 真 
子 群 ， 
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ЛЕР 分 成 关于 子 群 @ 的 右 陪 集 ， 用 PP 关于 8 的 同一 右 陪 
集 内 的 置换 将 a 变 成 隆 的 某 些 元 素 , 并 且 把 这 些 元 素 都 放 在 一 起 ， 
这 样 就 把 集 肛 分 成 两 两 不 相交 的 真子 集 (因为 ОР), ЛЖ 
至 少 含有 两 个 元 素 ( 因 为 Ps@). 容 易 证 明 , 这 是 好 被 分 成 关于 群 
Р 的 非 本 原 类 的 一 个 分 解 : Ps 的 两 个 右 陪 集 如 果 位 于 8 的 同一 右 
陪 集 内 ， 那 末 同 时 右 乘 以 忆 的 某 一 元 素 ， 仍 从 位 于 @ 的 同一 右 障 
Жр, . 
这 样 一 来 ， 每 一 个 位 于 了 与 Po 之 闻 的 子 群 都 给 НМ 
关于 群 P 的 非 本 原 类 的 一 个 分 解 . 通过 这 个 方法 就 可 以 得 出 所 有 
这 样 的 分 解 ， 如果 给 定 集 用 的 某 一 个 关于 群 P 的 非 本 原 类 的 分 
解 , 而 元 素 a Л ЧЕЖЕ М, ЖК Р 中 所 有 保持 元 素 a ТЕМ, 
内 的 那些 置换 所 成 的 集 @ 是 P 的 一 个 位 于 P 与 Ps 之 间 的 子 群 ， 
并 且 不 等 于 这 两 个 群 。 集 用 关于 子 群 8 的 非 本 原 类 的 分 解 导致 给 
定 的 非 本 原 类 . 

因此 ， 群 已 是 本 原 的 当 且 仅 当 子 群 Ps 是 也 的 一 个 极 大 真子 
群 ， 这 时 集 愉 只 可 能 有 平凡 分 解 , 即 对 被 分 成 互 不 相交 的 子 集 , 这 
些 子 集 被 三 的 元 素 置 换 : 即 分 解 成 单个 的 元 素 , рк КАЖ МЖ 
这 一 个 娄 . 

注意 , 当 上 >1 时 ,天 重 传递 群 不 可 能 是 非 本 原 的 ， 事 实 上 , 如 
ЖА, 设 元 素 a,5 属于 同一 非 本 原 类 , 而 元 素 c 属于 另 一 个 非 本 
原 类 , 那 末 群 不 可 能 含有 将 元 素 对 a,5b 变 成 元 素 对 a, с 的 置换 ， 

时 的 一 个 真子 集 肝 0 是 传递 群 忆 的 一 个 非 本 原 类 ,必要 且 只 要 
了 0 至 少 合 有 两 个 元 率 并 且 了 的 任意 一 个 置换 0 如 果 把 及 0 的 一 个 
元 素 仍 旧 变 到 这 个 巴 集 内 ， 那 末 0 就 把 用 0 的 每 一 子 集 仍 映 入 人 Mo 
ЯН М. АВ. 

条 件 的 必要 性 是 明显 的 ， 为 了 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 我 
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ПМЕ, ЗЛА а 与 属于 同一 类 当 且 仅 
当 存 在 卫 的 一 个 置换 o 将 这 两 个 符号 部 变 到 用 ,内 . 集 形 的 这 样 
一 个 分 类 的 自 反 性 由 群 己 的 传递 性 得 出 , 对称 性 是 显然 的 . 传递 性 
可 以 这 样 证 明 : 如 果 符 号 a 与 5 经 过 置换 o 变 到 及 ,内 ,符号 5 与 c 
经 过 置换 z 变 到 Mo 内 , 那 末 符号 bo 属于 М, 从 而 经 过 置换 az 
仍 被 变 到 这 个 子 集 肉 ， М ЕУ, Во ‘т 也 把 ac 仍 变 到 
Mo 内 , 即 ат = (ао)с ‘тЕМ.. 因此 ,存在 己 的 置换 同时 将 cc 和。 
变 到 Wo 内 . 这样 得 到 的 集 用 的 分 类 , 其 中 的 一 个 类 就 是 下 ,: 如 果 
置换 w 将 ea 和 8 都 变 到 有 内, 而 且 aEMo, 那 未 由 于 

а = (ао)о ЄМ, 
根据 Mo 的 定义 ,将 有 
(Бо) сМ, | 

即 符号 5 也 在 民 Ho 内， 我 们 得 到 所 求 的 集 有 于 关于 群 P 的 非 本 原 类 
的 分 解 . 

一 个 本 原 置 换 群 的 任意 一 个 不 等 于 豆 的 正规 子 群 都 是 传递 
的 . 

事实 上 , 设 瑟 是 集 开 上 置换 群 P 的 一 个 韭 传递 的 正规 子 群 , 令 
Mo 是 关于 吾 的 一 个 传递 类 , 它 至 少 含有 两 个 符号 .根据 假设 , М, 
不 等 于 央 ， 如 果 卫 的 置换 o 把 Wo 中 一 个 符号 а НИ, А, 
那 玉 对 于 恕 的 任意 置换 z+ 来 说 ,属于 如 的 置换 о то 把 符号 ao 谈 
成 ато, 因而 仍 在 Me М. ЖЕ Mo ЧЕН, ЕН А 
置换 то, 使 得 2 一 aro, 因而 bo 属于 Mo. 应 用 上 面 所 证 明 的 定理 可 
Я, Mo 是 关于 群 卫 的 一 个 非 本 原 类 . 


5116 环 论 基 本 概念 


机群 同 社 作为 基本 氏 数 理论 中 研究 对 象 的 就 是 环 ， 环 论 有 着 
极为 丰富 的 内 容 ， 并 且 已 经 成 为 一 门 巨 大 的 独立 学 科 . 环 的 理论 
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与 本 书 并 没有 什么 直接 的 关系 。 然 而， 在 本 书 的 某 些 地 方 有 时 要 
用 一 个 环 和 与 它 有 关 的 某 些 概 念 ， 在 这 一 节 里 我 们 将 讨论 这 些 概 
念 和 它们 的 简单 性 质 . 

假设 在 一 个 用 加 法 书写 的 阿 贝尔 群 瑟 里， 定义 第 二 个 代数 运 
算 一 一 乘法 .五 叫 做 一 个 环 , 如 果 这 个 乘法 关于 加 法 是 分 配 的 : 

а(Ь с) =аБ ас, 
(2+ с) а=БЬа+- са. 

ПКЕЕ о у, ЕИ А8. ЕКА 
ВЕНЕ ЕНЕ, МЕКЕ Б-ША Е, 
一 般 说 来 ,今后 在 环 里 并 不 作 交 换 性 的 假定 , 然而 我 们 所 过 到 的 环 
都 是 结合 的 . 

用 来 定义 环 的 阿 员 尔 群 叫做 环 的 加 法 群 ， 这 个 群 的 零 元 素 0 
ИЖ. 

全 体 整数 关于 数 的 加 法 和 乘法 所 构成 的 整数 环 是 最 简单 的 交 
换 环 的 例子 ， 这 个 环 以 后 用 记号 C ЖЗ. в арр НЕ 
换 的 结合 环 的 例子 : 如 果 取 元 素 是 整数 (或 者 , 例如 ， 元 素 是 实数 ) 
НУ п 阶 方 阵 所 成 的 集合 , 保留 通常 矩阵 乘法 的 定义 , ИАН 
阵 的 和 是 这 样 一 个 矩阵 ， 它 的 元 素 是 由 所 给 的 矩阵 对 应 位 置 的 元 
素 相 加 而 得 到 的 、 容易 验证 , 这 是 一 个 环 . 

ЖА, 与 Rs 说 是 同 构 的 ， 如 果 存 在 第 一 个 环 的 加 法 群 到 第 二 
个 坏 的 加 法 群 上 一 个 同 构 吴 射 , 并 且 在 这 个 映射 之 下 , Ri 的 两 个 元 
素 的 溢 积 被 映 成 В» 中 对 应 元 素 的 乘积 ， 在 环 的 一 般 理 论 里 , 同 构 
的 环 不 认为 是 不 同 的 . 

由 环 的 定义 得 到 等 式 

a:0=0.a=0, 

这 里 a 是 环 的 任意 元 天 ,事实 上 ,4.:0=a(0 寺 0) =в-0-+а-0, Е: 
由 环 的 加 法 群 中 减法 的 单 值 性 得 a.0=0， 
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然而 , 如 果 环 的 两 个 元 素 的 乘积 等 于 零 ,a5 =0, 一 般 来 说 ， 并 
不 能 断言 其 中 一 个 因子 等 于 零 ， 例 如 , ДЕН, Ло 

1 0 0 0 
(, о (о 和 
不 等 于 零 , 而 它们 的 乘积 等 于 零 ， 环 中 不 等 于 零 的 元 素 , 而 它们 的 
乘积 等 于 零 , 叫做 替 因 子 、 如 果 在 一 个 环 里 ， 有 的 元 素 是 零 因子 ， 
那 末 就 称 这 样 的 环 为 带 零 因子 的 环 ， 吏 零 因 子 的 交换 环 的 例子 将 
在 下 面 给 出 . 

Е узо е 叫做 这 个 环 的 单位 元 ， 如 果 对 于 B 的 任意 元 素 

а, А8 
ае = ва = 1. 
偶数 环 的 例子 告诉 我 们 , 并 不 是 所 有 的 环 都 有 单位 元 . 

一 个 有 单位 元 е 的 交换 环 叫 做 一 个 域 ， 如 果 这 个 环 含 有 非 零 

05, 并 且 每 一 个 非 零 元 素 a 都 有 一 个 道 元 a 2 满足 条 件 

аа е. 
НА, 因为 如 果 ар =0 т 6520, ЗЕЕ ЬМ а=0. 
这 样 ， 一 个 域 的 所 有 不 等 于 零 的 元 素 对 于 乘法 作成 一 个 阿 贝 尔 
群 一 一 域 的 来 法 群 ， 有 理 数 域 , 实数 域 和 复数 域 都 是 域 的 例子 . 

ЖЕТЖ А 叫做 BR 的 一 个 子 环 ， 如 果 它 对 于 环 R 的 
运算 来 说 , 本 身 也 作成 一 个 环 . УЖЕ 的 加 法 群 显然 是 环 RE 的 加 
法 群 的 一 个 子 群 . 

环 召 的 子 环 44 岂 做 如 的 一 个 丰 理 想 ， 如 果 它 容许 玉 的 元 素 从 
左边 去 滋 , 也 就 是 说 , 如 果 对 于 4 的 任意 元 素 а ПВ ДЕ УСЕ, 
乘积 та 属于 4， 类 似 地 可 以 定义 右 理想 和 双 侧 理想 ， 显 然 , 在 交 
ВН, ДАЖ. ЛЖ 
Л ЛЕН 4 в Ех ЖИВ, 
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环 妃 的 任意 一 组 左 ( 或 在 或 双 侧 ) 理 想 的 区 仍 是 这 个 环 的 左 
《或 右 或 双 侧 ) 理 想 ， 两 个 理想 4 УВ ЮЕ АПВ. 

设 在 环 及 里， 给 定 两 个 左 理想 4 和 B。.。 考虑 这 两 个 理想 的 加 
法 群 的 和 ， 这 个 和 由 一 切 形 如 a 十 b 的 元 素 组 成 , 这 里 aE4, ЕВ. 
如 条 ?7 是 的 任意 一 个 元 素 , ЗВ 

(204-6) =га + тб. 

因为 гаСА, тоЄВ, 所 以 7(a 十 蕊 属 于 这 个 和 .这 就 证 明了 , д 
理想 4 与 8 的 和 仍 是 环 及 的 一 个 左 理想 . 左 理想 的 这 个 和 记 作 (4， 
В). 类似 地 可 定义 右 ( 或 双 侧 ) 理 想 的 和 . 

如 果 给 定 环卫 的 一 个 双 侧 理想 Р, 那 末 在 环 且 的 加 法 群 关于 
子 群 D 的 商 群 BR/D 里 ,可 以 如 下 地 定义 乘法 : 陪 集 a 十 D 与 5+D 
的 弱 积 定义 为 陪 集 a5 十 D， 这 个 污 积 不 依赖 和 于 元 素 a 与 8 在 各 自 
所 在 的 陪 集 内 的 选取 : 如 果 
а =atd, b=b+d,, @,, dED, 


那 末 
аЬ =ab+ (ads+adb+ аа»), 
其 中 括号 里 面 的 表示 式 属 于 D. 容易 验证 ， 商 群 R/D 对 于 这 样 定 
义 的 乘法 来 说 作成 一 个 环 ， 这 个 环 叫 做 环 六 关于 理想 刀 的 商 环 ， 
俩 如 ,在 整数 环 C 里 ,能 被 % 整除 的 全 体 整 数 的 集合 是 一 个 理 
想 ， 事 实 上 ， 两 个 能 被 % 整除 的 整数 的 差 以 及 能 被 % 整除 的 整数 
己任 党 一 个 整数 的 绪 积 仍 可 被 % 整除 ， 环 C 关于 这 个 理想 的 商 环 
记 作 О, 这 个 环 是 有 限 的 , 它 的 加 法 群 是 一 个 % 阶 循环 群 ， 如 果 
пен, ШО, ЖЭН. 事实 上 , 如 果 n=pg， 那 末 p 和 
а 所 生成 的 类 都 不 等 于 零 类 , 而 它们 的 乘积 等 于 零 类 , 即 数 n ВЕ: 
成 的 理想 ， 如 果 ? 是 一 个 素数 , 那 末 容 易 证 明 ， 环 С, 不 但 没有 夫 
因子 , 而 且 还 是 一 个 域 . 


rr "' 
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与 主 理 想 环 有 头 的 某 些 坏 论 的 结果 将 在 $224a 里 补充 给 出 , 
例如 , 环 召 的 一 个 左 理想 4 叫做 一 个 主 理想 ,如果 在 4 中 可 以 找到 
这 样 一 个 元 素 @ 使 得 4 与 鼠 中 一 切 含有 元 素 4 的 左 理想 的 交 重 
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凡 将 群 G 映 和 人 其 自身 , 即 映 到 它 的 一 个 子 群 上 的 同 态 映射 , 叫 
做 这 个 群 的 自 同 态 ， 群 的 自 同 态 中 的 一 种 就 是 自 同 构 ， 即 将 群 肌 
到 它 自 身上 的 同 构 映射 。 自 同 构 的 一 个 明显 的 例子 就 是 将 群 映 到 
宅 自 身 的 恒 等 映 射 ， 也 就 是 所 谓 恒 等 自 上 辐 构 ;在 这 个 自 同 构 下 , 群 
的 每 一 个 元 素 都 保持 不 变 ， 对 整数 加 法 群 的 映射 ， 将 每 个 整数 % 
映 成 整数 一 的 ,就 是 一 个 非但 等 自 同 构 的 例子 . 

任何 一 个 群 都 具有 一 个 替 自 同 态 ， 这 个 自 同 态 将 群 中 每 一 个 
元 素 都 映 成 它 的 单位 元 ， 在 群 的 其 他 的 自 同 态 中 也 可 能 存在 这 样 
的 一 些 , 它们 虽然 不 是 自 同 构 , 可 是 却 将 群 映 到 它 自身 上 ， 这 种 情 
况 在 群 和 其 一 个 真 商 群 同 构 时 就 会 出 现 , 因而 这 种 群 必 是 无 限 群 ， 
在 ;10 中 我 们 已 指出 存在 这 种 群 ， 一 个 群 和 它 的 一 个 子 群 之 间 的 
任何 一 个 同 构 也 是 这 群 的 一 个 自 周 态 ， 不 是 自 同 构 的 这 样 一 种 自 
同 态 的 例子 可 在 整数 加 法 群 中 找到 . 

Еа 的 一 个 自 同 态 之 下 ， 它 的 每 一 个 子 群 如 都 受到 一 个 同 
态 映射 , 而 在 一 个 自 同 构 之 下 子 群 且 所 受到 的 将 是 一 个 同 构 上 映射， 
由 此 司 知 ， 子 群 鼠 在 枚 G 的 自 同 态 ( 自 同 构 )X 之 下 的 象 也 是 这 个 
群 的 一 个 子 群 , 这 个 子 群 记 作 五 X， 这 样 , 群 G 本身 在 自 同 态 X 之 
下 的 象 就 是 СХ. 

如 果 群 @G 是 由 生成 系 М = (а, т, ЯЖ ЕЕГ 
一 个 目 同 态 X, 在 指出 所 有 生成 元 的 象 a.X 之 后 ， 即 可 完全 决定 ， 
符 别 是 ,如 果 % 是 群 G 的 一 个 自 辐 构 , 则 用 中 所 有 元 素 在 自 同 构 X 
之 下 的 象 的 集合 也 是 群 G 的 一 个 生成 系 ， 
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设 已 从 群 G 中 选 出 其 一 元 素 a， 则 将 这 个 群 的 每 一 元 素 & А 
成 元 素 a ‘ха 的 上 映射 ( 即 整 个 群 G 经 元 素 a 的 变形 ) 是 群 G 的 一 个 
自 同 构 ， 事 实 上 , 由 a ‘ааа уа 可 得 出 x=y, 也 就 是 说 ,这 个 映 
射 是 相互 单 值 的 。 等 式 

х=а (аха !)а 
表明 ,在 这 个 映射 下 群 G 中 的 每 个 元 素 都 是 某 一 元 素 的 象 .最 后 , 由 
а ‘хаа ‘ya=a ‘(тура 

可 知 所 讨论 的 上 映射 是 一 个 同 构 映 射 ， 群 G 的 这 样 一 种 目 同 构 称 为 
它 的 内 自 同 构 ， 所 有 不 是 内 自 间 构 的 目 辐 构 都 称 为 外 自 同 构 。 便 


变形 得 出 的 是 同 构 。 对 阿 贝尔 群 的 情形 ， 这 是 唯一 的 内 自 同 构 ， 
在 一 般 情 形 下 , 7636 а 所 引出 的 内 目 同 构 是 得 等 目 同 构 , 其 充分 
必要 条 件 是 元 素 a 属于 群 的 中 心 , МУЗА 

п ‘а= 7 
对 群 G 中 所 有 元 素 2 成 立 这 一 条 件 ， 等 价 于 元 素 a 与 群 G 中 所 有 
2 2 可 换 . 

在 群 的 一 个 内 目 同 构 下 , 每 一 个 共 罗 元 素 类 都 被 映 成 它 自 身 ， 
但 也 存在 具有 同样 性 质 的 外 目 同 构 的 群 ,并且 是 有 限 群 . 

二 阶 循环 群 上 只 有 一 个 自 同 构 , 即 恒 等 自 同 构 ， 可 是 , 这 个 群 是 
唯一 的 除 恒 等 自 同 构 外 不 再 具有 其 他 自 同 构 的 群 ， 事 实 上 ， 任 何 
一 个 非 交 换 群 必定 具有 非 恒 等 内 自 同 构 ， 其 次 ， 如 果 G 是 一 个 阿 
贝尔 群 , 并 且 除 单位 元 外 还 有 阶 取 2 的 元 夏 ， 则 将 这 个 群 的 每 一 个 
元 素 a Н а ”的 映射 是 一 个 非 恒 等 自 同 构 ， 因 为 由 于 
运算 是 可 换 的 , 等 式 

(аБ) '=а 1b-! 
成 了 六， 最 司 ， 对 于 那些 只 具 二 阶 元 素 的 非 件 环 的 阿 忠 尔 群 ， 由 它 
们 的 结构 的 完全 描述 可 知 它们 具有 非 恒 等 自 同 构 ， 这 一 描述 将 在 
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5 24 中 给 出 ， 

自 同 构 群 ” 群 G 的 自 同 态 是 这 个 群 的 自身 映射 中 的 一 种 ， 因 
此 ,我 们 可 以 在 相继 施行 日 同 态 的 党 义 下 来 谈 自 间 态 的 乘法 ; 设 已 
АЕС 的 两 个 自 同 态 多 和 7? ， 那 末 他 们 的 乘积 Xn 是 这 样 一 个 映 
射 , 对 G 中 任意 元 素 6 

аСХ) = (ах). 

自 同 态 的 乘积 还 是 自 同 态 ， 事 实 上 

(а5) (Хт) = (аһ) Х 1 一 (MX DOXM)7 = (ах) п: (BX) = 

=а (1) БСК). 
У, 在 这 样 的 定义 下 自 同 裤 来 积 也 还 是 自 同 构 . 

由 $1 中 的 结果 可 知 ,日 同 态 的 乘法 满足 结合 律 , 在 上 面 所 引 
和 的 恒 等 目 同 构 则 起 着 单位 元 的 作用 ， 可 是 我 们 却 不 能 认为 群 G 
的 目 同 仿 对 这 样 定 义 的 乘法 组 成 一 个 群 ， 因 为 在 一 个 同 态 上 映射 下 
原 像 不 是 唯一 的 , 故 不 能 对 每 个 自 同 态 都 定义 它 的 赣 了 映射 ， 显 然 ， 
只 有 自 同 构 才 具有 北上 映射 , 并且 这 些 递 映射 同 祥 也 是 自 同 构 . 

我 们 看 到 , 群 G 的 所 有 自 同 构 的 集合 中 也 是 一 个 群 , 群 G 的 这 
小 自 同 构 群 是 所 有 将 G 映 成 其 自身 的 相互 单 值 映射 所 组 成 的 群 
БСА) йу Т. 

СА АТ ТА НОЖЕН ВУ — УСЕ, ВАН 
оса 和 2 去 作 群 @ 的 变形 和 用 元 素 ab 去 作 它 的 变形 是 等 
效 的 .此 外 , 如 果 对 群 和 的 每 个 元 素 , 使 由 这 个 元 素 所 引出 的 内 自 
|] 2 Е АН Б, 我 们 就 得 出 一 个 同 态 映射 , 将 群 @ 映 到 它 的 内 自 
МР Ф 上 上 ， 正 如 上 面 已 经 指出 的 , 在 这 个 辣 坟 映射 下 被 映 成 群 
Ф 的 单位 元 的 , 是 而 且 只 能 足 群 @ 的 中 心 生 中 的 元 素 . 这 就 是 说 ， 
群 G 的 内 自 同 构 群 和 群 G 对 其 中 心 的 商 群 同 构 ， 


G 
中 ~ 
2 
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特别 , 从 这 里 还 可 以 看 出 , 群 G 中 两 个 元 素 4 和 D 引出 同一 内 
自 同 构 的 充分 必要 条 件 是 ， a 和 日 包含 在 群 G 对 其 中 心 允 的 同一 
Ежи. 

内 自 同 构 群 是 所 有 自 同 构 所 组 成 的 群 的 一 个 正规 子 群 。 事 实 
上 ， 设 已 知 群 4 的 一 个 自 同 构 p 和 由 元 素 w 所 引出 的 一 个 内 自 同 
构 ag。 于 是 对 群 G 中 任意 元 素 X 有 

х(ф ар) =[а (zp !)а]ф= (а !)ф: (9 ) pap = 
= (аф) 2 (аф), 

е Ва, 自 同 构 w iayp 是 由 元 素 ap 所 引出 的 内 自 同 构 . 

要 定 出 一 个 已 知 的 群 G 的 自 同 构 群 ， 一 般 是 非常 困难 的 ， 在 
大 多 数 情形 下 , 群 G 本 身 的 性 质 不 能 转移 到 它 的 自 同 构 群 上 去 . 举 
例 说 , 一 个 阿 贝尔 群 的 自 同 构 群 就 可 能 是 一 个 非 交换 群 ,例如 我 们 
在 》9 中 所 遇 到 的 4 阶 非 循环 阿 贝尔 群 ， 其 自 同 构 群 就 是 3 次 对 
称 群 ， 必 一 方面 ,也 存在 这 桩 的 非 交换 群 , 它 的 自 同 构 群 是 阿 贝尔 
群 .但 一 个 非 交 痪 群 GQ 的 自 同 构 群 却 不 可 能 是 入 环 群 ,因为 G 的 内 
自 同 构 群 和 G 对 其 中 心 的 商 群 同 构 , 因而 不 可 能 是 循环 群 ( 8 11)， 
而 一 个 循环 群 的 子 群 必 定 是 循环 群 (8 6). 

显然 可 以 断定 ， 一 个 多 阶 有 限 群 的 自 同 构 群 一 定 也 是 一 个 有 
КЗ. ХЛ п 次 对 称 群 的 一 个 子 群 ,因而 它 的 阶 是 整数 nl 的 
一 个 约 数 ， 事 实 上 ， 这 个 群 的 阶 甚至 还 是 整数 (x 一 1)! 的 约 数 ， 
因为 群 中 的 单位 元 在 所 有 自 同 构 下 都 保持 不 变 ， 关 于 有 限 群 的 自 
同 构 群 的 阶 更 精确 的 上 界 ， 可 在 Birkhoff 和 Hall 的 论文 [1] 及 
Ляпин 的 论文 [1 中 找到 ， 

无限 群 的 自 同 构 群 也 可 能 是 有 限 群 ,例如 :在 无 限 循环 群 中 只 
有 两 种 方法 可 以 选择 生成 元 素 ; 但 因为 循环 群 中 一 个 元 素 是 生成 
”无 素 的 性 质 在 自 同 构 下 保持 不 变 ， 故 无 限 循 环 群 的 自 同 构 群 是 一 
个 2 阶 人 循环 群 。 正 有 理 数 乘 法 群 的 自 同 构 群 具有 连续 统 的 势 ， 因 
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为 任意 一 个 将 所 有 素数 的 集合 映 到 它 自 身上 的 相互 单 值 的 映射 午 
能 引出 这 个 群 的 一 个 自 同 构 ， 

互 不 同 构 的 群 ， 其 自 同 构 群 可 能 同 构 。 例如， 在 上 面 已 经 指 
出 ， 无 限 循 环 群 的 自 同 构 群 是 一 个 2 阶 循环 群 ; 但 很 容易 看 出 ，3 
阶 循 环 群 的 自 同 构 群 也 是 2 阶 循环 群 ， 必 一面 ,也 存在 这 样 的 群 ， 
它们 不 是 任何 群 的 自 同 构 群 ， 例 如 : 奇数 阶 的 有 限 衢 环 群 就 是 这 
祥 的 群 .正如 上 面 所 说 过 的 那样 , 这样 的 群 不 可 能 是 非 交 换 群 的 自 
同 构 群 .而 对 于 不 是 2 阶 循环 群 的 阿 贝 尔 群 来 说 , 它们 的 自 同 构 群 
中 必定 含有 2 阶 的 元 素 , 因此 , 如 果 这 些 自 同 构 群 是 有 限 群 ， 则 他 
们 的 阶 必定 是 偶数 . 

中 心 的 不 存在 是 群 的 性 质 中 对 自 同 构 群 仍旧 保持 不 变 的 性 质 
之 一 : 

如 果 群 @G 是 一 个 无 中 心 群 , 则 它 的 自 同 构 群 中 也 是 无 中 心 群 ， 

事实 上 , фа 的 一 个 自 同 构 ,但 不 是 恒 等 自 同 构 ; 设 a 
Е С 的 这 样 一 个 元 素 , 它 适合 条 件 ap =a' 关 a, 如 果 自 同 构 gp 属于 
КЕФ у, 则 9 必定 与 由 元 素 a 所 引出 的 群 G 的 内 自 同 构 可 换 ， 
也 束 是 说 ,对 群 G 的 任意 元 素 9， 

а *(9ф)а= (а`'9а)ф=а'`'(дф)а'. 

但 gp 和 元 素 9 一 起 遍历 整个 群 G， 故 元 素 a а 引出 群 G 的 同 
一 内 目 同 构 ; 然而 这 是 和 G 是 无 中 心 群 这 一 假定 相 违 的 ，[ 参 看 补 
充 3.1 和 8 补充 22. ] 
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Ва 中 一 个 元 素 a 去 作 这 个 群 的 变形 时 ，G 的 每 个 子 群 五 
饼 变 成 和 它 共 轿 的 子 群 oa( 参 看 8 9), 因而 每 个 正规 子 群 都 被 
器 成 其 吕 岛 .正规 子 群 在 群 的 所 有 内 自 同 构 下 不 变 的 这 一 性 质 , 可 
以 用 来 作为 正规 子 娠 的 男 一 定义 ， 用 群 G 中 一 个 元 素 去 作 G 的 变 
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形 时 ，G МЕЖРАЕН ТЗ КОЯН Ву ЕВЕ Н ВУ — 
个 自 同 构 , 但 一 般 说 来 已 经 不 是 一 个 内 自 同 构 了 。 换 名 话说 ,如果 
一 个 群 是 另 一 群 的 正规 子 群 ， 则 大 群 的 内 自 同 构 引出 小 群 的 自 辐 
#9. 现在 就 产生 了 一 个 问题 ， 能 不 能 将 一 个 任意 的 已 知 群 G 作 为 
一 个 正规 子 群 谷 入 另 一 群 内 ， 使 得 G 的 全 部 自 同 构 都 能 从 这 个 大 
群 的 内 自 同 构 导出 ? 用 下 面 的 方法 可 以 得 出 这 个 问题 的 一 个 肯 
的 解答 . 

在 35 中 已 经 证 明 , 如 果 对 群 G 中 每 个 元 素 a， 使 将 群 G 中 每 
个 元 素 7 上 映 成 元 素 za 的 映射 和 它 相 对 应 , 我 们 就 可 以 得 出 一 个 同 
构 上 映射 ， 它 将 群 映 到 由 群 G 的 全 部 到 自身 相互 单 值 映 射 所 组 成 
的 群 S(G)， 按照 这 一 方法 , 群 5(G) 中 由 群 G 同 构 地 上 映 成 的 子 群 
G 可 以 看 作 和 群 G 完 全 相同 但 在 这 里 群 G 中 的 元 素 作为 被 置换 
的 符号 和 作为 群 5(G) 中 的 元 素 必 须 予 以 区 别 , 因此 我 们 用 于 来 表 
示 群 G 中 和 群 中 的 元 素 a 相对 应 的 元 素 . 

子 群 G 在 群 S(G) 中 的 正规 化 子 枉 称 为 群 G 的 全 形 ， 从 正规 
化 子 的 定义 可 知 , 群 1 包含 G 作为 其 正规 子 群 .现在 我 们 要 证 明 ， 
П С 的 所 有 自 同 构 都 能 由 群 蔗 的 内 自 同 构 导出 . 

我 们 知道 , 群 G 的 自 同 构 群 中 是 群 S(G) 的 子 群 ， 现在 让 我 们 
和 证明 群 中 包 合 在 群 二 内 ,也 就 是 说 ,证 明 群 G 的 任何 一 个 自 同 构 w， 
被 看 作 群 SC) 中 的 一 个 元 素 时 ， 都 和 子 群 G з Бажан 
任 一 元 素 ， 现 在 让 我 们 来 看 一 看 乘积 p аф 是 群 G 的 怎样 一 个 映 
射 ， 在 目 同 构 pP ”下 G 的 元 素 z 被 映 成 元 素 zp ', 上 映射 a 将 这 个 
元 素 变 成 乘积 zpP а, НФ 则 给 出 

(хф '-а)ф = (хф ')ф:ар==:ар; 

这 样 我 们 就 看 到 , 乘积 p”5pP 和 子 群 G 中 的 元 素 a9 相 重合 , 这 就 证 
明了 目 同 构 9p 包含 在 全 形 ! 内 ， 

与 此 同时 , 如 果 命 5 遍历 子 群 G 中 所 有 的 元 素 ， 我 们 还 可 以 看 
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出 : ФЕС 的 变形 , 即 可 得 出 也 中 的 一 个 映射 , 且 这 个 映 
射 和 群 G 的 自 同 构 p 相 重 合 ， 这 就 是 说 ， 群 人 所 有 的 自 同 构 都 能 
由 全 形 工 的 内 自 同 构 引出 | 
ВЕЕТ НЕ О ЕЕ 5 (9) 中 的 中 心 化 子 Z. 设 映射 

5 属于 2Z, 也 就 是 说 ,对 G 中 的 任意 元 素 到 

5 一 上 5， (1) 
群 G 中 的 单位 元 在 映射 上 下 的 像 是 群 G 中 的 一 个 元 素 ， 这 个 元 素 
我 们 将 方便 地 记 作 s-? 


1Е=$ 1. 
因为 1(а5) = (1-а) =аб, 
1(ба) = (5 ')a=s ‘а, 
ВС СІ) АЈА 
аё=8`!а (2) 
对 所 有 а 成 立 . 


有 反之 ,对 G 中 任意 元 素 s， 由 等 式 (2) 所 定义 的 , 将 群 G 映 成 其 
НЫ НУ 。 属于 2. 事实 上 ， 这 个 映射 的 相互 单 值 性 是 很 明显 
Н). З оО 中 一 个 任意 元 素 , 则 | 
а(56) = (а) = (а), 
а(66) = (а6)6 = (57 0)D， 
也 就 是 说 ,86 =56, 
因此 ,对 于 GG 中 一 切 可 能 的 Ss,《2) 这 种 形式 的 映射 就 穷 尺 了 2 
中 的 全 部 元 素 ， 在 这 里 , 和 不 同 元 素 s 相当 的 上 映射 $ 也 彼此 六 辣 ， 
也 束 古 说 , 群 G 和 2 之 间 的 这 一 对 应 是 一 个 相互 单 值 的 对 应 , 这 个 
对 应 甚至 还 是 一 个 同 构 对 应 : ЖЕ 和 7 是 名 中 两 个 元 素 , 8 和 


1) 这 个 结果 给 出 了 前 面 所 提问 题 的 解答 ， 如 果 读 者 不 愿意 讨论 群 G， 而 愿意 讨 
КИК а ЖЕ ГС О 中 相应 的 元 素 , 并 且 将 群 个 
中 的 运 章 推移 到 这 个 新 得 出 的 集合 上 来 . 


$ 
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侠 G 中 和 它们 相对 应 的 元 素 , 即 对 G 中 任意 元 素 a 
4 一 S а, ап=і ‘а, 
则 
а(5т) = (a6)n= (87 `а)п = 1$ la=(st) в. 
子 群 2 包含 在 群 G 的 全 形 工 内 , Н, 如 在 11 ЖВНа, 还 是 
它 里 面 的 一 个 正规 子 群 ， 另 一 方面 ,也 是 本 的 正规 子 群 ， 因 此 
(7,0) =20. 
群 G 的 内 自 同 构 群 中 整个 地 包 合 在 群 本 的 子 群 ZG 内 ， 事 
实 上 , 明显 的 等 式 
8 ”48 一 (S 0)s (3) 
表明 , 以 元 素 s 去 作 群 G 变形 所 得 出 的 映射 ， 当 作 5 (9) 中 的 一 个 
元 素 看 待 时， 等 于 乙 中 与 元 素 s 相对 应 的 元 素 和 G 中 元 素 5 的 乘 
积 ， 由 等 式 (3) 还 可 以 看 出 ， 子 群 乙 包含 在 群 中 ' 和 如 的 来 积 内 ， 
因此 
ZG=®'G (4) 
全 形 上 是 群 S(G) 中 的 子 群 中 各 的 来 积 ， 
| Г=Фа. 
事实 上 , Ис 是 工 中 一 个 任意 的 元 素 ， 由 于 这 个 元 素 和 忆 可 
换 , 故 用 元 素 z 去 作 他 的 变形 可 得 出 @ 的 一 个 自 同 构 ; 根据 上 面 
所 证 , 这 个 自 同 构 也 可 以 用 中 中 的 一 个 元 素 gp 去 作 GG 的 变形 而 得 
出 ， 因 此 ,元 素 rp 和 和 群 & 中 的 每 个 元 素 可 换 ， 出 就 是 说 ， TD 
属于 子 集 2, 根据 (4) 它 又 属于 乘积 'G， 因此, 元素 包含 在 乘 
(Ф'а)Ф=ФС 内 ，[ 参 看 补充 3.2. ] 
完全 群 ”如 果 群 G 是 一 个 无 中 心 群 ， 并 且 它 的 每 一 个 自 同 构 
都 是 内 自 同 构 , 则 G 称 为 完全 群 ， 因 此 , АРЕНЕ 同 构 群 相 
重合 ,下面 角 定理 (Slder12]) 给 出 完全 群 的 一 些 重 要 的 例子 
јо  п>3, пб, 则 有 限 对 称 群 S, 是 一 个 完全 群 ， 
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证 明 . 在 п—23 时 群 5, 显然 是 一 个 无 中 心 群 ， 现在 让 我 们 来 
考 绑 这 个 群 的 目 同 构 ， 首 先 注意 ，8S。 中 的 2 阶 元 素 是 ， 而 且 仅 仅 
是 那些 能 够 分 解 成 为 一 些 两 两 不 相交 的 对 换 乘 积 的 置换 ， 设 

а= (аа) (аза) *** (азь-1@к), 25326 п, 
是 这 样 的 元 素 中 的 一 个 (所 有 аа, =1,2, +, 20, 都 彼此 不 同 )， 我 
们 证 明 : 元 素 &a 在 群 S, Фул КАШИ ЗТ ИО ЕЛ 
彼此 不 相交 对 换 来 积 的 置换 组 成 . 
事实 上 , 如 果 
b= (81.8) (ВзВа)*-* СВъь-1Взь) 
是 这 样 的 置换 中 的 一 个 (这 里 所 有 Bi, i 二 1,2,…,2%, 也 是 互 不 相 
同 的 ), 则 5 可 由 元 素 a 经 过 任意 一 个 形式 如 
ET ST 
的 置换 变形 得 员 . 反 过 来 ， 8, 中 的 任意 一 个 置换 都 可 以 写成 (5) 
这 种 形式 ,因而 用 这 个 置换 去 作 a 的 变形 时 , 就 得 到 是 一 个 形式 如 
о йул. 

我 们 用 С, 表示 虫 所 有 能 够 写成 有 个 彼此 不 相交 的 对 换 的 乘 
积 的 2- 阶 元 素 所 组 成 的 共 轿 元 素 类 .特别 地 ，01 由 一 切 对 换 (ai 
а) 所 组 成 . 

群 的 任意 一 个 自 同 构 都 使 元 素 的 阶 保 持 不 变 ， 且 将 每 个 共 斩 
ОЗНА БН. И, АПУ р 是 群 8, 的 一 个 
任意 的 目 同 构 ， 则 它 应 该 将 共 斩 元 素 类 С, Е ЗЕЕ 2с 35 Ж 
Съ 221. ЖАПЕ: 如 果 2 天 6, 则 在 自 同 构 Pp 之 下 共 力 元 素 类 О; 
只 能 被 映 成 其 自身 . 

对 于 ?=3 的 情形 这 是 很 明显 的 ， 因 为 在 这 时 群 Ss 中 所 有 
2- МЖА С, у. п 4, Ел С, 
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п(п—1) 
个 不 同 的 元 素 组 成 。 如果 8 之 2, 则 由 所 有 形式 如 
(alias) (asQC4) (06102) 
的 元 素 所 组 成 的 集合 С, З 
п(п—1):-- (п 26-2) (п—– 24-1) 
р и (т) 


个 元 素 : 分 母 里 出 现 整 数 2 是 因为 在 每 个 对 换 里 符号 的 位 置 可 以 
互 换 ; 而 整数 В 的 出 现 , 则 是 因为 这 个 对 换 本 身 可 以 任意 排列 ， 
АЕ А ВФ 2, К, Кл С, 被 映 成 Co 之 2， 那 末 这 两 
个 共 轿 元 素 类 应 该 由 同样 个 数 的 元 素 组 成 ， 命 (6) 和 (7) 相 和 等， 我 
们 得 出 等 式 | 
(п 2) (п — 3)... (п — 254-2) (п 28-1) = 2771, (8) 

因为 2 之 24， 改 在 8=2 有 时 这 个 等 式 不 论 对 怎样 一 个 整数 % 都 不 能 
成 立 ， 在 4 二 3 ПТ, Кии =6, 这 个 等 式 是 可 以 成 立 的 。 如 果 E 尝 4 
则 等 式 (8) 的 左 端 永远 大 于 它 的 右 端 . 只 要 对 使 得 等 式 左 端 
取 取 小 值 4 二 2 时 来 验证 这 一 点 就 够 了 ， 

在 下 面 我 们 假定 % 了 关 6， 如 果 & 是 被 置换 的 符号 之 一 ， 则 必 存 
人 在 一 个 符号 @ ,使 所 有 使 的 对 换 在 自 同 构 下 被 映 成 所 有 会 
的 对 换 . 

事实 上 , 在 上 面 已 经 证 明 , 一 个 对 换 在 9 之 下 的 象 还 是 一 个 对 
换 ， 如 果 


(48)ф= (В' В"), 
(«у)ф= (у'у'!), 
Н В, В’, у, у ЗАЛАН, Ш (ав) #1 (ау) ЗЕ 8. 
一 个 3 Вос (аВу), 而 他 们 的 象 的 乘积 则 是 一 个 2 Ил 这 
МЕНА ГИ ЕЕ п = 3 时 是 正确 的 ， 
如 有 果 1224, 则 可 能 出 现 这 样 的 情形 , НП; 
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(«В)ф= (a 6’), 

(&у)р= («у'), 

(«8)ф= (В'р'). 
但 在 这 时 乘积 

(&«В) (&0) (ау) = (&Вду) 
的 阶 是 4, 而 象 的 乘积 
(« 6") (8'у') (кр) = (8'р') 

的 阶 则 等 于 2， 这 样 我 们 就 证 明了 : 对 于 已 知 的 符号 а, Л (6) 
这 种 形式 的 对 换 在 自 同 构 wp 之 下 的 象 都 含有 一 个 共同 的 符号 w . 
这 些 象 就 是 含有 符号 а 的 全 部 对 换 , 因为 不 然 的 话 , ЛЕ] р: 
下 将 会 导致 与 已 得 结果 相 了 矛盾 的 结果 

хт—жЖ, ЖЖ и>а 就 是 所 有 被 置换 的 符号 的 集合 的 一 个 
相互 单 值 自 身 映 射 , 也 就 是 说 ， 是 群 8, 中 的 一 个 置换 ， 我 们 用 s 
来 表示 这 个 置换 ， 

& 一 Q8 
现在 如 果 (4aeB) 是 一 个 任意 的 对 换 ， 则 它 在 自 同 构 92 之 下 的 象 应 该 
征 一 个 既 包 含 符 号 ws 也 包含 符号 Bs 的 对 换 , 即 
(аВ)ф = (аз, Вз)- 

但 这 个 式 子 的 右 端 刚好 就 是 对 换 (a8) 经 过 置换 s 变形 后 的 象 ， 因 
№, 自 同 构 和 由 元 素 8 所 引出 的 内 自 同 构 对 于 一 切 对 换 , 因而 对 
Т1 5, 的 一 切 元 素 ( 因 为 我 们 知道 ，5; 中 的 元 素 都 是 对 的 的 乘 
积 ) 所 起 的 作用 一 致 ， 定 理 证 完 . 

在 Schreier 和 Ulam 的 论文 [3] 中 证 明了 ; 对 于 任意 无 限 集 
合 型 ,所 有 将 形 映 成 其 自身 的 相互 单 值 映 射 , 其 所 组 成 的 群 Sw 是 
一 个 完全 群 , А Гольфанд 讨论 某 些 群 的 全 形 的 自 同 构 的 论文 [3] 
中 , вая. (ВЖЕ 3.2.) 
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§ 14， 特 征 子 群 与 全 特征 子 群 

Бао С 的 两 个 元 素 ， 如 果 可 以 找到 群 G 的 一 个 目 同 

42] фра № ВХ 6: 

аф=5, 
则 a 和 6 称 为 同型 元 素 。 同型 元 素 显 然 有 相同 的 阶 ， 整 个 群 G 可 
以 分 解 成 为 一 些 互 不 相交 的 同型 元 素 类 ， 其 中 每 一 个 同型 元 素 类 
都 是 群 G 的 不 变 集 合群 4 的 一 个 同型 元 素 类 是 С 的 全 形 中 一 个 
共 轿 元 素 类 ， 利 用 这 一 点 就 可 以 将 §$ ИННЫ ЭЗЕ 9873 
类 的 许多 结果 推移 到 同型 元 素 类 上 来 . 

按 同 一 方式 可 以 定义 群 G 的 同型 子 群 和 同型 子 群 类 ， 同 型 的 
子 群 必定 同 构 且 有 相同 的 指数 ;如 果子 群 4,B 和 自 同 构 gg 适合 关 
А 49 二 8B, 则 对 G 中 任意 元 素 0, 陪 集 hg ЕНА р РЕВЕ 
集 B(gp); 但 因为 gp 是 群 G 中 任意 的 元 素 ， 故 利用 这 一 事实 可 在 
群 G 对 子 群 4 和 召 的 布 陪 集 之 间 建 芯 起 一 个 相互 单 值 对 应 ， 上 面 
的 断 语 同样 也 可 以 由 这 样 一 个 事实 推出 ， 即 群 G 的 同型 子 群 类 是 
G 的 全 形 中 的 共 轿 子 群 类 . 

正如 在 前 面 我 们 把 和 所 有 共 轿 子 群 相 重合 的 一 类 子 群 ， 即 正 
规 子 群 划分 了 出 来 一 样 ， 现 在 我 们 也 可 以 把 和 所 有 同型 子 群 相 重 
合 的 于 和 群 ， 即 在 群 的 所 有 自 同 构 下 都 被 映 成 其 自身 的 子 群 特别 划 
分 出 来 ， 这 样 的 子 群 称 为 特征 子 人 群 . 

群 G 的 特征 子 群 及 是 任何 一 个 包 合 作为 正规 子 群 的 群 @ 的 
正规 子 群 。 事实 上 , 群 @ 的 每 个 内 自 同 构 引出 群 G 的 一 个 自 同 构 ， 
因而 将 子 群 且 映 成 其 自 导 ， 反 过 来 , 由 全 形 的 定义 可 知 , 如 果 群 G 
的 子 群 卫 是 GG 的 全 形 的 正规 子 群 , 那 末 它 就 是 的 特征 子 群 ， 

О 角子 医 H 在 群 G 所 有 自 同 坊 XxX 下 被 映 入 其 自身 ( 即 
映 到 其 自身 上 或 映 到 五 的 一 个 子 群 上 ): 
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НхсСН, 
ШААНЫ СКАЖЕТ). ЖЕНУ А ААЭ 
系 犹 如 特征 子 群 对 自 同 构 的 关系 ， 正 规 子 群 对 内 自 同 构 的 关系 . 

每 个 全 特征 子 群 都 是 特征 子 群 . 

事实 上 , 如 果子 群 4 是 群 G 的 全 特征 子 群 , 则 在 群 G 的 所 有 自 
同 构 下 它 都 被 映 入 自身 ， 如 果 在 基 一 自 同 构 p 之 下 ， 子 群 4 被 映 
成 它 目 己 的 一 个 真子 群 ， 则 在 自 同 构 2- 下 它 将 被 映 成 一 个 比 它 
大 的 子 群 。 然 而 这 是 和 我 们 的 假定 相 韦 的 . 

一 个 群 是 舅 一群 的 正规 子 群 这 个 性 质 不 是 可 传 的 ， 而 一 个 子 
群 是 特征 子 群 或 全 特征 子 群 这 一 性 质 却 是 可 传 的 ;如果 群 4 是 群 
BB 的 特征 子 群 (全 特征 子 群 )， 而 如 是 群 C 的 特征 子 群 (全 特征 子 
群 )， 则 4 也 是 书 的 特征 子 群 ( 全 特征 子 群 )，、 事实 上 ,和 群 C 的 每 一 
^а НА) 9С) И ВСА) 6А 5, Вт 
ШИНА САУА СА) Я А 9. 

595 ——27101, 还 要 指出 , 如 果 

АСВСС, 
НАС ВУЗЕ (ЖЕ) Р, 此 时 4 ТЖ Ее В УЗЕЛ САР 
Е) РЕ. 

群 G 中 任意 一 组 特征 (全 特征 ) 子 群 的 交 ， 以 及 由 这 一 组 子 群 
所 生成 的 子 群 也 是 群 G 的 特征 (全 特征 ) 子 群 . 

这 两 个 断 语 中 的 第 一 个 是 很 明显 的 ， 第 二 个 断 语 可 以 证 明 如 
下 : 设 已 知 一 组 全 特征 子 群 A.(& 遍历 某 一 个 足 标 )， 并 设 这 一 组 
子 群 所 生成 的 子 群 是 B。 子 群 B 的 任意 元 素 5 具有 形式 : 

6=а.,@.,”*'а., а, А... 

ЗАЯ Х ЕЯ НР НН, 则 
ъХ=а, Ха, Xd X, 

但 由 а. ХЕА,, 即 可 得 出 5XEB， 如 果 А, 是 特征 子 群 , X 是 群 G 的 
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一 个 任意 的 自 同 构 ,那么 我 们 也 同样 可 得 出 BXSB， 如 果 在 这 里 
严格 的 包含 关系 BXC 成 立 , 则 在 逆 映 射 | 下 子 群 吾 将 被 映 成 
一 个 比 它 大 的 子 群 ， 因 此 , BX=B， 

每 一 个 群 本 身 和 它 的 单位 子 群 都 是 它 自己 的 全 特征 子 群 ， 因 
而 也 是 它 的 特征 子 群 。 除 此 二 者 之 外 不 再 具有 其 他 特征 子 群 的 群 
称 为 初等 群 ， 所 有 单纯 群 显然 都 是 初等 群 ， 我 们 已 经 多 次 遇 到 过 
的 4 阶 非 循环 们 也 是 初等 群 ，[ 参 看 补充 3. 2. ] 

循环 群 的 所 有 子 群 都 是 全 特征 子 群 . 

事实 上 ， 如 果 在 自 同 态 X 下 这 个 群 的 生成 元 а ВИЙ а; ах 
一 和， 则 

(а°) 1 一 (MX) =а*°, 

也 就 是 说 元 素 a! 所 生成 的 循环 子 群 将 被 映 入 其 自身 . 

一 个 群 的 中 心 是 它 的 一 个 特征 子 群 ， 因 为 一 个 和 群 中 所 有 元 
素 可 换 的 元 素 , 在 自 同 构 下 的 像 也 具有 同样 性 质 , 如 果 对 G 中 所 有 
元 素 z 有 

ат=ха, 
则 对 任意 自 同 构 p 有 
аф Іф = тоф аф. 

元 素 хф 和 元 素 z 一 道 遍历 整个 群 G. 

然而 我 们 必须 特别 注意 : 群 的 中 心 不 一 定 是 它 的 全 特征 子 群 . 
举例 来 说 ， 让 我 们 看 一 看 有 理 数 域 上 的 满 秩 2 阶 和 矩阵 的 群 ， 如 果 
a 是 一 个 这 样 的 矩阵 , 则 它 的 行列 式 是 一 个 不 等 于 零 的 有 理 数 , 因 


而 可 以 写成 于 2" 这 种 形式 ， 其 中 s 和 都 是 奇数 ， 而 整数 4(4) 


则 可 能 大 于 ， 等 于 或 小 于 零 ， 因为 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 他 们 的 
АНУ, ГАТ 91 655 
п(ађБ) =п(а) 1-1(5), 
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ХС тр НУ ВЕТЕР а, ЗАПЕР СН РЕЛЕ С ру) 


Е 1 (0) 
=; 1 ) 
和 它 相 对 应 ,我 们 得 到 一 个 将 上 映 入 其 自身 的 映射 9, 等 式 


/1 п(а5)\ [1 п(а) +в )\ 
ее ( | 1 )-( 1 


(2 өү; н»). А 
-(; 1 Ло 1] 


说 明 , ВЯ ФЕТО 的 一 个 自 同 态 ， 然 而 


2 0\ 1 2 
( ‚в (. ‚} 
НЕ, ТЕРНИИ У Ер 
的 矩阵 , 

作为 任意 群 G 的 全 特征 子 群 的 例子 ， 我 们 可 以 举 出 当即 为 某 
一 自然 数 时 @ 中 所 有 元 素 的 吕 次 村 所 生成 的 子 群 ， 以 及 所 有 有 限 
阶 元 素 所 生成 的 子 群 ， 事 实 上 , 在 任何 一 个 自 辐 态 下 , 元素 4a а 
Кя): хо) 3: пк, ШРИ ЕАК 
有 限 阶 元 素 . 

换 位 元 全 特征 子 群 的 一 个 十 分 重要 的 例子 和 下 面 的 概念 有 
关 , 这 上 县 念 本 身 也 有 着 非常 重要 的 意义 : 如 果 已 知 任意 一 个 群 G 中 
两 个 元 素 4 和 65, 则 G 中 的 元 素 

[2,2 |= аБаБ 
称 为 这 两 个 元 素 的 换 位 元 ， 换 位 元 等 于 单位 元 的 充分 必要 条 件 是 
лал 可 换 ; 而 在 一 般 的 情形 下 则 这 个 元 素 在 某 种 意义 上 标 
дало 的 可 换 性 , 因为 我 们 有 : 
аб = ба: [ а, 6]. 
换 位 元 的 下 列 性 质 可 由 直接 的 计算 来 验证 (a,5, е 是 群 中 任 


PT 
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272%): 


[a, 616, а]=1. Ља, 6] =[6, а], (1) 
[а, 67! 1=Ь[6, а 6 ', Га, 6 ]=аГЬ, а]а"!, (2) 
Гар, с) =-'[а, с1[5, с}, (3) 

[а, Вс] = [а, с] Ча, be. | (4) 


求 换 位 元 的 运算 可 以 看 作 是 在 群 元 素 的 集合 中 定义 的 一 个 新 
运算 ， 在 一 般 的 情形 , 这 个 运算 不 适合 结合 律 ,也 就 是 说 ,等 式 ， 
Ца, 51, cj]=Le, 0, е1] (5) 
ЛЕКО З ВЈ. № ГДЕ ЖЕНУ ЕРАЗ АУ (5) ХЕ 
的 问题 , 我 们 定义 下 面 一 类 范围 较 阿 贝尔 群 为 广 的 群 , 
如 采 和 群 G 中 任意 两 个 元 素 的 换 位 元 都 包含 在 中 心 内 ， 则 G 称 
ЯНА О. 
在 第 十 五 章 中 我 们 还 要 讨论 亚 阿 贝尔 群 ， 下面 的 两 个 定理 
《Levil6J) 能 说 明 亚 阿 贝 尔 群 和 求 换 位 元 运算 之 间 的 关系 . 
]， 在 亚 阿 贝 尔 群 中 , 并且 只 有 在 这 一 类 群 中 ， 求 换 位 元 的 运 
算 满 足 结合 
事实 上 , 在 一 个 亚 阿 贝尔 群 中 等 式 (5) 永 远 能 够 满足 ， 因 为 这 
个 等 式 的 两 端 都 等 于 单位 元 ， 反 之 , 设 在 群 G 中 等 式 (5) 对 任意 a， 
2 和 ?2 成立， 命 c=D 我 们 可 得 出 
[а,5],6]=1; 
从 这 个 等 式 由 (2) 和 (1) 可 得 出 
[2,0] *= [2,57]. (6) 
因为 ge 入 是 任意 的 元 素 , 故 在 (6) 中 我 们 可 分 别 用 志和 ea-! 来 代 
ЫГ), 然后 运用 (1)， 这样 我 们 就 得 出 
[a,b1 =[La ,61. (7) 


1) 现在 把 这 种 群 叫 做 第 二 类 客 零 群 更 合适 些 ，[ 姑 看 补充 24.4. ] 
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最 后 , 由 等 式 (6) 和 (7) 可 得 出 
La,5]=La  ，2 ]. (8) 
现在 我 们 重新 把 а, 5 和 c 看 作 任意 的 元 素 ， 并 利用 公式 (6)， 
(7), 《8) 和 (1) 作 等 式 (5) 两 端的 变形 : 
Ца, 5], с]=Па, 6], с = [а, В] е[а, 6] 771 = 
一 [La 6‘ ]е[а71,6]с-8; 
Га, [6 <] ]=[а^', [6, с ]`']=а[6, са 5, с! = 
| =aLc™ ,bja [b,c], 
命 所 得 的 结果 相等 , 经 过 简单 的 变形 后 可 得 出 符 式 
Ба ‘bicab ае аб "icbc i=1, 
由 此 即 得 出 
Г2-!с, а]: [а,67:с]6=1 
或 由 (1)， 
(а, 67‘ ],6]=1, 
但 元 素 а, 0 c,c 和 元 素 a,5,¢ 一 样 ,都 是 群 G 中 的 任 音 元素， 所 
以 我 们 就 证 明了 和 群 G 任意 两 个 元 素 的 换 位 元 和 G 中 任意 元 素 可 
换 , 也 就 是 说 , G 是 一 个 亚 阿 贝尔 群 . 
1， 在 亚 阿 贝尔 群 中 并且 只 有 在 这 一 类 群 中 , 求 换 位 元 的 运 
草 与 群 中 的 节 法 由 两 个 分 配 律 联系 着 即 
[а5, с1=[а, с](5, с], (3 ) 
La, bc |= [а, 5 Га, с]. (4 ) 
事实 上 , 等 式 (3) 和 (3 ) ПЕ И: УРЕ 
Ча, #0 с, 
Та, с]ь = (а, с], 
ВПС 5—1 ЕИ Д К. 
АЗЕ ЗО АА А УАУ рТ Е ЛАО Е 
G 称 为 群 G 的 换 位 子 群 ， 换 位 子 群 是 一 个 全 特征 子 群 ， 因 而 也 是 
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特征 子 群 。 事 实 上 , 在 群 G 的 任意 自 同 态 XY РТ, ла 和 5 В 
元 馈 映 成 元 素 

(а-а) Х = (ах) (6х) (ах) (bX), 

ВАННУ СЕВ: А ЧУ. 

换 位 子 群 的 意义 和 下 面 的 定理 有 关 ， 

一 个 群 对 其 换 位 子 群 的 商 群 是 阿 贝 尔 群 ; 反之 ， 如 果 这 个 群 对 
菜 一 正规 子 群 的 商 群 是 阿 贝 尔 群 ， 则 换 位 子 群 包 含 在 这 个 正规 子 
群 内 ， 

事实 上 ,如果 a 和 8 是 群 G 中 两 个 元 素 , 则 

aG 00 一 0DG = Ба[а, 5108 =Ьаб' 一 5G ас", 

因为 元 素 [c， 妇 包含 在 换 位 子 群 6 内 ， 另 一 方面 ， 如 果 商 群 
G/N 是 阿 贝 尔 群 , 则 G 中 任意 一 对 元 素 的 换 位 元 包含 在 入 内 ,因而 
а см, 

根据 $10 中 所 建立 的 正规 子 群 和 商 群 之 间 的 关系 , 由 这 个 定 
理 的 第 一 部 分 可 以 看 出 ; 群 G 中 任何 一 个 包含 G 的 换 位 子 群 的 子 
群 是 群 G 的 正规 子 群 

利用 换 位 子 群 的 定义 和 上 面 所 证 明 的 定理 ， 还 可 以 对 亚 阿 贝 
尔 群 的 定义 给 出 两 种 新 的 说 法 : 

群 G 是 一 个 亚 阿 贝尔 群 的 充分 必要 条 件 是 它 的 挽 位 子 群 包 合 
在 中 心 内 . 

群 G 是 一 个 亚 阿 贝尔 群 的 充分 必要 条 件 是 它 对 中 心 的 商 群 是 
阿 贝 尔 群 . 

群 G 的 换 位 子 群 等 于 单位 群 怀 ， 当 且 仅 当 G 是 阿 贝尔 群 ， 也 
就 是 说 ， 当 且 仅 当 G 和 自己 的 中 心 相 重合 。 然 而 换 位 子 群 和 中 心 
的 这 一 关系 却 不 能 倒转 过 来 : 即 由 中 心 和 单位 子 群 相 重合 不 能 推 
出 换 位 子 群 和 整个 群 相 重合 , ВН ЯН Н 00, 例 
如 : 在 : 如 Nn 宇 3 时 对 称 群 Bu 是 无 中 心 群 ， 可 是 它 的 换 位 子 群 却 是 
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交错 群 4,， 对 1 二 3 和 4 的 情形 可 以 用 直接 验证 的 方法 来 证 明 ， 
对 ?之 5 的 情形 ， 可 以 用 下 面 的 方法 来 证 明 ， 商 群 8,/4; 是 一 个 
2 阶 循环 群 ， 因 而 是 一 个 阿 贝尔 群 ， 由 此 根据 以 上 所 证 可 知 ， 群 
5, 的 换 位 子 群 包含 在 А, 内 . 但 因为 5, 是 非 交 换 群 , 而 4， 是 单纯 
群 ， 故 S, 的 换 位 子 群 和 4, 相 重 合 ， 与 此 完全 相同 ， 由 换 位 子 群 

和 整个 群 相 重合 不 能 推出 中 心 和 单位 子 群 相 重合 ， 这 方面 的 一 个 
很 好 的 例子 就 是 行列 式 等 于 十 1 的 复 系数 1 Е 
但 我 们 不 作 详细 的 讨论 ， 

由 换 位 子 群 的 定义 可 以 直接 推出 下 面 的 事实 ， 子 群 的 换 位 子 
群 永 远 包含 在 整个 群 的 换 位 子 群 内 . 

设 G' 是 群 G 的 换 位 子 群 . 群 G' 的 换 位 子 群 6" 称 为 群 G 的 
第 二 换 位 子 群 ， 这 样 类 推 下 去 ， 我 们 可 得 出 群 G 的 一 个 递 降 子 群 
序列 ， 这 个 子 群 列 称 为 群 G 的 换 位 子 群 链 ， 如 果 对 非 极 限 序 数 
о, 我 们 把 群 G 的 第 a 个 换 位 子 群 定义 作 群 G“-? 的 换 位 子 群 , 对 极 
限 序数 & 则 把 它 定义 作 所 有 С (Во) 的 交 ， 则 群 的 换 位 子 群 
链 一 般 是 可 以 超 穷 地 继续 下 去 的 。 存 在 一 个 序数 т, 其 势 不 大 于 群 
G 本 身 的 势 且 使 

ӘЧЕ 

Ш л, 使 换 位 子 群 链 稳定 下 来 ， Maxprea[7] 证 明 ， 任 意 给 出 
一 个 序数 7, 可 以 找到 一 个 群 G， 使 其 换 位 子 群 链 刚 好 在 序数 上 
稳定 下 来 . 

群 G 的 依次 各 个 换 位 子 群 都 是 它 的 全 特征 子 群 . 

为 了 证 明 这 一 命题 ， 只 须 利用 这 样 一 个 事实 ， 即 一 个 群 是 另 
一 群 的 全 特征 子 群 这 一 性 质 是 可 传 的 ， 且 在 求 交 的 运算 下 不 
ду, 

设 A 和 了 3 是 群 G АЛЕ № Е. н 01а, 0], ас4, 

bEB， 这 种 形式 的 换 位 元 所 生成 的 子 群 ， 我 们 称 之 为 这 两 个 子 集 
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的 相互 换 位 子 群 [4, 了 8], 这样 一 来 , 我 们 就 有 
C = [6,8]. 
利用 这 一 概念 ， 我 们 还 可 以 造 出 另外 一 个 由 群 G 中 的 全 特征 
子 群 所 构成 的 递 降 子 群 序 列 ， 即 群 G 的 下 中 心 链 。 这 就 是 子 群 列 
G= G06 
其 中 
Cu 一 [@з-1, @ 1, ин 
而 在 a 是 极限 序数 时 ， 则 а, 是 所 有 С(8 а) 的 区， 这 样 一 来 ， 
С. =[а, GJ, 也 就 是 说 , 6, 和 和 群 G 的 换 位 子 群 G 相 重 合 ;Gs 二 [Gi1， 
01, 也 就 是 说 , Gs 是 换 位 子 群 G 和 群 G 的 相互 换 位 子 群 ， 依 此 类 
推 ， 这 个 子 群 链 也 在 茶 一 序数 oo 上 稳定 下 来 ; 并 且 对 任意 一 个 序 
о, 可 找到 一 个 群 G, 使 其 下 中 心 链 刚 好 在 这 个 序数 上 稳定 下 来 
(Мальцев[7]). 
群 G 的 下 中 心 链 中 所 有 的 项 都 是 G А5. 
设 对 所 有 Go48<o) 这 一 命题 都 已 证 明 ， 如 果 w 是 极限 序数 , 则 只 
要 利用 全 特征 子 群 的 交 仍 旧 是 全 特征 子 群 这 一 事实 ， 就 可 以 证 明 
G。 是 全 特征 子 群 ; 如 果 序 数 a 一 1 存在 , 则 子 群 Ge 由 fa, gj] 这 种 形 
式 的 换 位 元 生成 , 这 里 aEGa-1, Са, 1 2 是 群 G 的 一 个 任意 的 
自 同 态 , 则 
[а, 91р= [а, gq 
{Н apCG。-1, 99 是 群 G 中 的 元 素 , 故 
[аф, 9Ф]ЕС., 
也 就 是 说 , (ФСС... 
利用 下 中 心 链 的 概念 ， 还 可 以 给 出 亚 阿 贝尔 群 的 定义 的 另 一 
表述 方式 : 
群 人 是 一 个 亚 阿 贝尔 群 的 克 分 必要 条 件 是 它 的 下 中 心 链 中 的 
第 二 项 是 单位 子 群 
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事实 上 , 85016, @]=Е ТРЕЕ НИХ — ПЕ 
等 效 ， 

在 P. Hall[2] Я Головин[3] 的 论文 中 , 读者 可 以 见 到 子 群 
慢 的 相互 换 位 子 群 的 各 种 性 质 ， 以 及 这 一 概念 的 某 些 推广 [8 
看 补充 3. З. ] 


8 15， 带 运算 子 的 群 

群 G 中 正规 子 群 、 特 征 子 群 和 全 特征 子 群 ， 对 群 G 的 内 自 同 
构 群 、 所 有 自 同 构 的 群 和 所 有 自 同 态 的 集合 而 言 ， 起 着 彼此 类 似 
的 作用 .这 一 事实 的 最 自然 的 推广 就 是 取出 群 @G 的 一 组 自 同 
БУ, 而 研究 所 有 .了 -特征 子 群 ， 即 在 下 的 所 有 自 同 态 下 映 人 入 其 
自身 的 子 群 ， 我 们 有 时 要 采用 这 一 办 法 ; 然而 在 各 方面 的 应 用 上 
一 在 环 论 中 ， 在 线性 代数 中 等 等 一 一 有 更 大 意义 的 是 这 一 办 法 
的 更 进一步 的 推广 , 即 研究 带 运算 子 的 群 . 

假设 已 知 一 个 群 G 和 一 组 符号 У: о, tr，…， 如 果 对 三 中 每 
个 符号 co， 有 群 G 中 一 个 自 同 态 与 之 对 应 ， 也 就 是 说 ， 对 群 G 中 
任何 元 素 а, 有 同一 群 中 的 元 素 ac 与 之 对 应 , Н. 

(ab)o=ao:bo 

则 群 G 称 为 带 运算 子 区 三 的 人 群 ， 而 号 中 的 符号 则 称 为 这 个 群 的 运 
算 子 . 

在 这 里 , 同一 自 司 态 可 能 和 也 中 不 同 的 运算 子 相对 应 , 也 就 是 
说 ,在 ot 时, 可 能 对 G 中 所 有 的 a 有 ao=ar， 和 研究 仅仅 取出 
一 组 自 同 态 的 群 比较 起 来 ， 带 运算 子 的 群 的 研究 之 所 以 是 一 个 推 
广 也 就 在 于 此 . 

带 同 一 运算 子 区 的 群 G 和 如 称 为 带 运算 子 同 构 ， 如 果 他 们 第 
КН, 并 县 这 合同 构 对 应 可 以 这 样 地 建立 起 来 , 使 得 对 群 G 和 6 
中 任意 两 个 相互 对 应 的 元 素 c 和 5 和 之 中 任何 о, 元素 ас #1 да 


ив а бы 1 
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相互 对 应 . 

在 研究 带 运算 子 的 群 时 ， 只 有 带 运 算 子 间 构 的 群 才 被 看 作 彼 
此 和 恒 等 ， 这 样 ， 一 个 在 普通 意义 下 的 群 可 能 给 出 任意 多 个 互 不 相 
同 的 贞 运 算 子 的 群 。 氏 看 起 来 ， 群 的 概念 的 这 一 分 化 ， 好 像 各 我 
们 将 群 运算 的 概念 特别 提出 来 作为 实际 研究 对 象 所 达到 的 普 直 性 
ХНТ. 然而， 我 们 将 会 看 到 ， 在 许多 重要 的 群 论 定理 中 要 断 定 
菏 些 群 (或 子 群 ) 的 同 构 时 ， 在 带 运 算 子 群 的 情况 下 ， 这 一 同 构 同 
时 也 是 带 运算 子 同 构 ， 不 难 理解 ， 如 果 将 这 些 定 理 对 带 运 算 子 的 
群 表 述 出 来 并 加 以 证 明 ， 我 们 就 可 以 达到 更 大 的 普遍 性 ， 因 要 想 
对 不 带 运 算 子 的 群 得 出 相应 的 定理 ， 只 要 设 运算 子 的 集合 是 一 个 
空 集 合 就 行 . 

假 放 已 经 给 定 一 个 带 运算 子 区 了 的 群 G, 而 了 z д2 а 
算 子 相对 应 的 群 G 的 自 同 态 的 集合 ， 群 G 的 了 >- 特 征 子 群 称 为 这 
个 群 对 运算 子 区 的 容许 子 群 ， 换 名 话说， 如 果 对 中 所 
有 有 的 0， 它 在 包含 元 素 a 的 同时 ， 也 包含 元 素 во, 也 就 是 说 ， 如 
Ж | 

НоснН, 
则 和 群 G ВРЕ АЕ ТЕЕ ВЕ, 5 中 任何 一 个 运算 子 
在 每 一 个 容许 子 群 中 引出 一 个 自 同 态 .由 于 这 一 点 , 群 G 中 的 容许 
本 群 可 看 作 是 带 同一 运 莫 子 区 之 的 党 运算 子 群 ， 全 特征 子 群 在 
任何 一 组 运算 子 下 都 是 容许 子 群 ， 并 且 只 有 他 们 才 有 这 一 性 质 . 
ИЖ: 如 在 上 一 节 中 所 证 ， 群 的 中 心 就 不 永远 是 容许 
Ч. 

例 1: 如 采取 群 的 内 自 同 构 作 为 它 的 运算 子 ， 正 规 子 群 就 是 
容许 子 群 . 若 取 和 群 的 所 有 自 同 构 作 为 运算 子 时 ， 特 征 子 群 就 是 
容许 子 群 , 而 如 果 运算 子 区 是 它 的 所 有 自 同 态 的 集合 时 , 只 有 全 特 
征 子 群 才 是 容许 子 群 
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例 2， 假 设 已 经 给 出 一 个 环 玉 ， 这 个 环 可 能 是 非 交换 的 。 不 
难 验证 ， 如果 将 环 尽 中 所 有 元 素 都 在 右 侧 乘 上 再 中 某 一 个 固定 
0, МВ В Др Е = = ТЕН НИ, ЖЕ 
本 身 就 是 它 自己 的 加 法 群 的 一 个 运算 子 区 ， 此 时 右 理想 就 是 容 
许 子 群 。 将 环 中 所 有 元 素 从 左 侧 乘 上 RB 中 元 素 a 时 ,同样 也 能 
引出 这 个 环 的 加 法 群 的 一 个 自 同 态 ， 因 此 ， 环 ER 的 元 素 还 组 成 
它 的 加 法 群 的 另外 一 个 运算 子 区 ;对 于 这 个 运算 子 区 左 理想 是 容 
许 子 群 。 将 这 两 个 运算 子 的 集合 联合 在 一 起 时 一 一 环 中 任何 一 个 
元 素 显 然 要 作为 两 个 运算 子 取 出 两 次 一 -得 出 一 个 新 的 运算 
子 区 ,对 于 它 ,容许 子 群 是 双 侧 理想 . 

Я 3: 域 P 上 任何 矢量 空间 VV 是 一 个 以 域 P 作 运算 子 区 的 带 
运算 子 阿 贝 尔 群 事实 上 ， 在 矢量 空间 的 定义 中 就 包括 条 
件 


(а -Б)а= ак Ба, 


其 中 a,5EVaEP， 容 许 子 群 是 线性 子 空间 
Я 4: 任何 一 个 阿 贝 尔 群 都 可 看 作 一 个 以 整数 环 C 作 运 算 子 
区 的 市 运算 子 群 ， 和 整数 相应 的 自 同 态 就 是 将 元 素 4 变 为 a* 
(如 果 在 加 法 表示 下 ， 则 将 元 素 a 变 成 元 素 na) 的 映射 事实 上 ， 
对 于 癌 贝 尔 群 , 等 式 
(ab) "= а^" 


成 立 ， 在 这 一 组 运算 子 下 任何 子 群 都 是 容许 子 群 . 

由 于 运 鼻 子 的 5[ 入 ， 从 所 考察 的 群 的 全 体 子 群 中 就 分 化 出 
它 的 容 主 子 秤 来， 而 从 这 个 群 的 全 体 同 构 中 则 分 化 出 带 运 算 子 同 
” 构 来 ， 如 果 我 们 所 考察 的 是 带 运 算 子 区 三 的 群 G， 且 和 三 中 的 运 
算 子 相应 的 群 G 的 自 同 态 的 集合 是 了 > ЕС 可 以 很 自然 地 被 看 
пела ЯРО. У; Е, ЗЕН. 由 容许 子 群 的 定义 可 以 看 出 ， 对 
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和 了 > 的 容许 子 群 是 群 G 中 同样 的 一 些 子 群 ， 这 一 注 记 使 我 们 在 
必要 有 时 可 以 假定 运算 子 的 集合 就 是 群 的 所 有 自 同 态 集合 的 一 个 子 
集合 。 而 且 ， 只 有 用 上 述 对 运算 子 区 的 一 般 定义 ， 我 们 才能 把 任 
一 环 看 作 是 它 的 加 法 群 的 运算 子 区 ( 例 2 )， 事 实 上 ， 环 可 能 具有 
异 于 零 的 元 素 , 它 乘 上 任何 元 素 之 积 都 等 于 零 . 

前 面 就 不 带 运 算 子 的 群 所 引入 和 证 明 的 许多 概念 和 茶 些 
定理 可 以 推广 到 带 运算 子 群 的 和 情形， 在 这 里 ， 我 们 只 举 出 那些 在 
以 后 的 论述 中 将 要 用 到 的 概念 和 结果 ， 而 证 明 的 细节 则 留 给 读者 
自行 作出 . 

假设 已 经 给 出 一 个 带 运算 子 区 之 的 群 G， 对 这 个 群 的 容许 子 
群 可 以 作 以 下 断言 : 

任意 一 组 容许 子 群 的 交 是 一 个 容许 子 群 ， 包含 群 G 一 个 
已 知 集 合用 的 所 有 容许 子 群 之 交 称 为 由 集合 哎 生 成 的 容许 子 群 ， 
如 果 集 合 歼 由 一 个 元 素 组 成 ， 我 们 就 得 出 元 素 a 的 容许 往 环 子 
群 ， 一 般 来 说， 这 个 子 群 不 等 于 循环 子 群 {a}. 由 任何 一 
组 容许 子 群 所 生成 的 子 群 以 及 一 个 递增 容许 子 群 列 的 并 
集 同样 也 是 容许 子 群 . 

如 果 由 集合 由 所 生成 的 容许 子 群 和 和 群 G 本 身 重合 ， 则 及 是 群 
G 对 运算 子 区 之 的 生成 系 ， 应 该 注意 的 是 ， 一 个 群 对 一 个 已 知 运 
算 子 区 可 能 是 具有 限 生 成 系 的 ， 尽 管 当 作 一 个 普 通 的 群 来 看 时 ， 
它 可 能 不 是 一 个 具有 限 生 成 系 的 群 ， 例 如 ， 作 为 一 个 带 运 算 子 的 
妊 , 域 忆 上 的 42 维 矢量 空间 具有 一 个 由 3% 个 元 素 组 成 的 生成 系 一 一 
矢量 空间 的 任何 一 组 基 都 可 作为 生成 系 一 一 但 在 己 是 一 个 非 可 数 
域 时 , 群 子 也 是 非 可 数 的 , 因而 , 作为 一 个 不 带 运算 子 的 群 , 它 不 可 
能 具有 一 个 有 限 生 成 系 . 

恕 果 已 经 给 忠 带 同一 运算 子 区 的 群 

С, С, ..., С, ..., 


о... =. 


人 
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且 对 每 一 个 整数 п, О, А 0, 内 已 经 建立 了 一 个 带 运 算 子 同 
构 对 应 ， 则 这 些 群 的 极限 群 (参看 37) 同样 也 是 一 个 以 王 为 运 
算 子 区 的 带 运算 子 群 ,而 群 G, (w==1,2,…) 则 和 群 G 中 某 些 容许 子 -7 
群 带 运算 子 同 构 . 

如 果 一 个 带 运 算 子 群 的 正规 子 群 是 它 的 一 个 容许 子 群 , 这 个 
正规 子 群 就 称 为 容许 正规 子 群 ， 任 意 一 组 容许 正规 子 群 的 交 ， 和 和 
由 这 一 组 容许 正规 子 群生 成 的 子 群 都 是 容许 正规 子 群 ， 除 自己 本 
身 和 单位 群 之 外 ,不 再 包含 其 它 容许 正规 子 群 的 群 称 为 单纯 群 (对 
于 一 个 已 知 的 运算 子 区 )， 当 然 , 如 果 把 这 个 群 当 作 不 带 运算 子 的 
群 来 考察 时 , 它 可 能 不 是 单纯 的 . 

假定 已 经 给 定 两 个 带 同一 运算 子 区 三 的 群 G 和 G'， 和 带 运 算 
子 同 构 相 类 似 , 群 G <’ 上 的 一 个 同 态 映射 叫做 一 个 带 运算 子 同 
态 ， 如 果 对 G 中 任何 元 素 4 和 它 在 Gf В б а У Е 
个 运算 子 og， 元 素 ac 在 这 个 同 态 映 射 下 的 像 是 4.o， 在 这 个 同 坟 
下 映 成 群 ' 中 单位 元 1 的 群 G 中 的 正规 子 群 是 一 个 容许 正规 子 
群 ,因为 由 1‘0=1 对 中 所 有 о 都 成 立 这 一 事实 可 以 推出 ， 这 个 
正规 子 群 在 包含 任意 一 个 元 素 a 的 同时 也 包含 所 有 元 素 ао. 

反 过 来 ,假设 带 运算 子 区 互 的 群 G 同 态 地 映 在 一 个 群 G" 上 , 并 
且 在 这 一 同 态 下 群 G 中 映 在 群 G' 的 单位 元 上 的 正规 子 群 是 一 个 容 
许 子 群 。 在 这 时 三 中 的 运算 子 可 按 下 述 方式 转移 到 О" 上 。 如果 
已 经 给 定 G' 中 一 个 元 素 a 和 了 中 一 个 运算 子 c， 我 们 可 在 C 中 
取出 元 素 a 的 原 像 之 一 a， 并 把 元 素 ac 的 像 记 作 w%c， 不 难看 
出 ， 由 于 正规 子 群 五 是 一 个 容许 子 群 ， 所 以 元 素 we 与 元 素 a 的 
选择 无 关 ， 作 为 特例 ， 我 们 可 以 得 到 这 样 一 个 结论 ， 即 带 运 算 子 
的 群 对 其 容许 正规 子 群 的 任何 商 群 ， 是 具 同 一 运算 子 区 的 带 运 
和 蛋 子 群 ， 并 且 ， 群 在 这 个 商 群 上 的 自然 同 态 映射 是 一 个 带 运算 子 


А. 
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现在 读者 可 以 不 困难 地 证 明 : ЕС а [а В ВКС", М 
G 和 和 群 G 对 某 一 容许 正规 子 群 的 商 群 市 运算 子 同 构 , ВЕ і, 可 十 
明 带 运算 子 群 的 同 态 定理， 

КИ Н На 的 一 个 容许 正规 子 群 ， 那 末 在 群 G 中 包含 卫 的 
子 群 和 商 群 G/ 2 的 子 群 之 间 的 对 应 关系 下 , 容许 子 群 和 容许 子 群 
相对 应 ， 这 一 断言 的 证 明 可 由 上 述 将 运算 子 转移 于 商 群 上 的 方法 
直接 得 出 . 

对 各 运算 子 群 , 同 构 定理 同样 也 能 保持 : 

如 果 妇 和 忆 是 党 运 凑 子 群 G 的 两 个 容许 子 群 , 且 A44 是 子 群 {4， 
B} 的 正规 子 群 ， 则 交 4 门 B 是 B 的 正规 子 群 ， 商 群 {4, В) / Аж 
В/(АПВ) 15 6 3. 

这 个 定理 的 证 明和 在 不 带 运算 子 群 的 情况 下 的 证 明 一 样 ， 
带 运算 子 同 构 可 以 当 作 带 运算 子 群 的 同 态 定理 的 一 个 推论 得 出 , 

Zassenhaus 引 理 也 可 以 推广 到 融 运算 子 群 上， 在 它 的 陈述 
中 还 是 要 谈 到 容许 子 群 和 带 运 算 子 同 构 . 

改 运 算 子 区 之 的 群 G 到 其 自身 上 或 到 其 自身 内 的 任何 一 个 带 
运算 子 同 态 ， 称 为 群 G 的 一 个 带 运 算 子 自 同 态 ， 换 句 话 说 ， 如 果 
Ча 中 任何 元 素 а 和 之 中 任何 运算 子 0, 等 式 

(ас) Х = (аХ)о, (1) 
成 立 , ША 16 Х жиа Я НАХ. 

мн ета 子 自 同 构 ， 也 就 是 说 ， 群 
G 到 其 自身 上 的 带 运 算 子 同 构 . 

由 这 运算 子 自 同 态 的 定义 可 直接 推出 下 面 的 定理 ， 在 这 个 定 
理 中 ， 可 换 二 字 应 当 理 解 作 自 同 态 乘法 的 可 换 性 : 

群 GG 的 自 同 态 多 当 且 仅 当 它 和 所 有 与 运算 子 区 也 中 的 运算 子 
相应 的 自 同 态 可 换 时 ,也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 它 和 集合 Vz 中 所 有 自 
周 态 可 换 时 ， 才 是 对 于 之 的 一 个 带 运 工 子 同 态 ， 
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要 证 明 这 个 定理 , 只 要 在 等 式 (1) 中 将 运算 子 换 成 与 之 相应 的 
自 同 起 ， 作 为 一 个 例子 , 我 们 可 以 指出 , 域 己 上 的 矢量 空间 7 的 线 
性 变换 乃 是 带 运算 子 自 同 态 ; 因为 线性 交换 的 定义 中 刚好 就 有 
条 件 

(а+5)ф=аф-5ф, (а®)ф = (аф)а, 

其 中 ga, 2СИ, асрР, ф 是 线性 变换 . 

从 这 一 定理 不 难 推出 带 运算 子 自 同 态 和 自 同 构 的 一 切 性 
质 ， 例 如 : 两 个 带 运算 子 自 同 态 的 积 还 是 一 个 带 运 算 子 自 同 
仿 。 替 化 自 同 态 永 远 是 一 个 带 运 算 子 自 同 态 其 次 还 要 注意 
一 所 ， 单 位 ( 恒 等 ) 自 同 构 和 所 有 自 同 态 可 换 ， 因 此 一 定 是 一 个 带 
运算 子 自 同 构 ， 带 运算 子 自 同 构 的 逆 自 同 构 是 一 个 带 运算 子 自 同 
构 ， 关 于 市 运算 子 自 同 态 和 自 同 构 的 乘积 作 了 上 述 按 语 后 ， 我 们 
就 可 以 谈论 一 个 带 运 算 子 群 的 带 运 算 子 自 同 构 的 群 ， 它 是 所 有 自 
同 构 群 的 一 个 子 群 . 

最 后 要 指出 ， 带 运算 子 群 G 的 容许 子 群 在 带 运算 子 自 同 态 下 
的 像 同 祥 也 是 一 个 容许 子 群 , 如 果 瓦 是 一 个 容许 子 群 ， 也 就 是 说 ， 
如 果 对 所 有 的 运算 子 0 

Нос-Н, 
则 对 带 运 算 子 自 同 态 X* 有 
(HX)o= (Ho)X EHX. 

由 此 可 知 , 了 XX 是 一 个 容许 子 群 , 而 且 , 这 个 事实 也 可 以 由 同 态 定理 
得 出 . 

了 驶 其 特例 而 言 ， 群 G 本 身 在 一 个 带 运 算 子 自 同 态 下 的 像 是 它 
的 一 个 容许 子 群 [参看 3 补充 4, ] 
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在 群 论 和 它 的 应 用 里 ， 已 知 群 的 一 个 包含 在 另 一 个 肉 的 且 又 
满足 某 种 附加 条 件 的 子 群 系 占 着 很 重要 的 地 位 ， 在 这 一 节 里 ， 我 
们 要 研究 这 种 有 序 子 群 系 或 子 群 “ 列 ” 的 一 些 和 性 质 ， 这 里 所 得 到 的 
结果 在 以 后 将 有 许多 应 用 . 

а 的 始 于 G 本身 而 终于 单位 子 群 吾 的 一 个 包含 在 另 一 个 内 
的 子 群 的 有 限 系 / 

G=G0DOGDGD DG=B (1) 
叫做 这 个 群 的 一 个 正规 群 列 ， 假 如 每 一 个 子 群 G; 都 是 G;-! 的 
一 个 正规 真子 群 ，; 二 1，2,…， 特别 ， 子 群 G 是 群 G 的 正规 
子 群 ， С. 是 子 群 С! 的 正规 子 群 ， 尽管 它 不 一 定 是 G 本 身 的 正规 子 
群 等 等 . 

显然 ， 任 何 一 个 群 都 有 具有 正规 群 询 ， 一 一 例如 ， 只 要 取 群 
СОЕ РИА ТТ. АЖНЕ КРАВ Я РЕ ВЕН: 
Е, 那 末 和 群 列 

СНЕ 
也 是 正规 的 ， 换 名 话说 , 在 任何 一 个 群 里 ,可 以 通过 这 个 群 的 一 个 
给 定 的 正规 子 群 而 求 得 一 个 正规 群 列 . 
商 群 
ав, . Or 
С° 87° Е 
叫做 正规 群 列 (1) 的 因子 .这 些 因 子 的 个 数 ， 即 群 列 (1) 中 的 数 ， 
ИВЕКО. 


Tr kd ре чи. 
di 
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正规 群 列 
GIOFIIOF, DOF=E (2) 

叫做 正规 群 列 (1) 的 加 密 ， 假 如 (1) 中 每 一 子 群 G; 都 和 子 群 P， 
中 之 一 重合 ， 也 就 是 说 ， 假 如 (1) 中 所 有 子 群 也 都 在 群 列 (2) 中 
出 现 ， 特 别 ， 任 意 一 个 正规 群 列 都 是 它 本 身 的 加 密 ， 在 正规 群 列 
(1) 和 它 的 加 密 (2) 的 长 度 之 间 显然 有 不 等 式 ЕСТ, 

一 个 群 的 两 个 正规 群 列 说 是 同 构 的 ， 假 如 它们 的 长 度 相 同 
并 且 它 们 的 因子 可 以 这 样 地 一 一 对 应 起 来 ， 使 得 相对 应 的 因子 是 
同 构 的 群 ， 在 这 个 定义 里 ， 并 没有 假定 所 指出 的 对 应 要 保持 因子 
的 相互 位 置 ， 比 如 说 , 在 六 阶 循环 群 G= (а), “=1 中 ， 正 规 群 列 
Со {а} >Е 与 GD{aY)} 8 同 构 ， 因 为 它们 的 因子 是 一 个 二 阶 循 
环 群 和 一 个 三 阶 循环 群 ， 虽 然 在 这 两 个 群 列 中 因子 的 位 置 是 不 一 
样 的 。 = 

对 于 带 运 算 子 的 群 来 说 ， 上 面 所 给 出 的 一 切 定义 都 保持 ， 当 
然 ， 在 正规 群 列 的 定义 里 必须 提 到 容许 子 群 和 容许 正规 子 群 ， 而 
在 群 列 同 构 的 定义 里 要 提 到 因子 的 带 运算 子 同 构 ， 本 节 以 下 的 一 
切 内 容 都 是 在 这 样 的 假定 之 下 陈述 的 ， 即 所 考虑 的 群 带 有 某 一 
个 (可 能 是 空 的 ) 运 算 子 集合 . 

下 面 的 定理 在 正规 群 列 的 理论 中 扮演 一 个 基本 的 角 


色 ): 
Schreier 定理 ”一 个 群 的 任意 两 个 正规 群 列 都 具有 同 构 的 加 
”事实 上 , 设 在 群 G 中 给 定 了 正规 群 列 
а=Но2Н,ЭН.>...ОН,=В, (3) 
G= ЕЕ, IF IDIOF,=E. (4) 


1) Schreijer OQ，L5]， 本 书 中 的 证 明 是 由 Zassenhaus[1] 给 出 的 ， 
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引入 以 下 记号 : 
Н.;=Н,: (Н, ПЕ, ), 
Е. = Р; (РИН: ), 
此 处 五 ;; 与 F;; 都 是 子 群 ， 因 为 ， 比 方 说 五 ; 是 五 /-1 的 正规 子 
ВЕ НОР, = Н, 的 子 群 。 于 是 对 于 i==1，2,，*…，k,j 二 
1,2, … 7 Ж, БАЖА 
Hi-1= Н.Н, 2Н./2Ни=Ну» 
Ру = Fo ОР; 1,32Е,, 028, = Е, 
成 立 ， 根据 Zassenhaus 5| 理 人 10 5515), 子 群 了 iy 是 Hyy-! 
КУЛЕРА, РЕ Р.Р; 的 正规 子 群 ,而 对 应 的 商 群 同 构 : 
(5) 


如 果 我 们 在 群 列 (3) 的 两 个 子 群 五 i_1 5 Н,(=1,2, 66,0) 
间 嵌 入 一 切 如 i (j==1,2,…, 1 一 1), 那 末 就 得 到 群 (3) 的 一 个 加 密 ， 
一 般 来 说 , 这 是 一 个 有 重 项 的 正规 群 询 , 因为 子 群 А, 与 Н, 
能 是 相等 的 ， 相 应 地 ， 利 用 子 群 Pi 也 可 做 成 群 列 (4) 的 一 个 加 
密 ， 由 (5), 这 样 的 两 个 加 密 是 间 构 的 .为 了 结束 证 明 ， 只 要 再 从 
这 两 个 加 密 中 去 掉 重 复 的 项 就 是 了 , 但 是 如 时 已 -1 一 已 ;六 即 若 
0221-Е, ВАН СБ), Р Pi 因此 ,不 破坏 所 得 到 的 群 列 
(3) 与 (4) 的 加 密 的 同 构 性 ， 我 们 可 以 同时 从 它们 中 间 去 掉 所 有 的 
重复 项 ，Schreier 定理 证 毕 . 

车 一 个 正规 群 列 不 再 有 异 于 它 本 身 的 (无 重 项 的 ) 加 密 ， 这 群 
列 就 叫做 一 个 合成 群 列 ， 换 一 句 话说 , 如 果 群 列 \ 

@= 00026.06, -:.026,= Е | 

中 任意 一 个 子 群 С;, $ 一 1, 2, "25, П, ЖЕ (7,1 的 极 大 正规 真子 
群 ， 那 末 这 个 群 列 是 G 的 一 个 合成 群 列 ， 合 成 群 列 的 每 一 个 因子 
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显然 都 是 单纯 群 。 反 过 来 ,任何 一 个 正规 群 列 ,如果 它 的 所 有 因子 
都 是 单纯 群 , 就 不 可 能 再 加 密 ， 因 而 是 一 个 合成 群 列 .因此 , 任何 
一 个 与 某 一 合成 群 列 同 构 的 正规 群 列 ,本 身 也 是 一 个 合成 群 列 . 

从 Schreier 定理 直接 得 出 以 下 定理 : | 

Jordan-H6lder 定理 如 果 群 G 有 合成 群 列 , 那 末 这 个 群 的 
任意 两 个 合成 群 列 是 同 构 的 ， 

事实 上 ， 所 给 这 一 对 合成 群 列 的 同 构 加 密 与 这 两 个 群 列 重 
合 . : 

如 果 群 G 有 合成 群 列 ， 那 末 这 个 群 的 任意 正规 群 列 都 被 包含 
在 菜 一 合成 群 列 中 ,因而 它 的 长 度 不 超过 群 G 的 合成 群 列 的 长 度 ， 

为 了 证 明 这 一 点 ， 只 要 把 Schreier 定理 应 用 到 所 给 的 正规 群 
列 和 这 个 群 的 一 个 合成 群 列 上 就 够 了 ， 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 约定 把 一 个 具有 合成 群 列 的 群 的 合成 群 
列 的 共同 长 度 , 叫做 这 个 群 的 合成 长 度 ,而 注意 一 个 合成 群 列 的 因 
子 就 叫做 这 个 群 的 合成 因子 ， 

合成 群 列 远 不 是 任意 群 都 有 的 。 例如 , 在 无 限 循环 群 中 , 任何 
一 个 正规 群 列 就 已 经 有 蜡 于 它 自己 的 加 密 了 .事实 上 ， 在 这 个 群 
列 的 倒数 第 二 个 位 置 上 的 子 群 一 定 是 一 个 无 限 件 环 群 ， 因 而 在 它 
和 单位 子 群 之 间 可 以 伐 入 一 串 补充 的 子 群 ， 一 般 来 讲 ， 一 个 具有 
合成 群 列 的 ,不 市 运算 子 的 阿 贝 尔 群 一 定 是 有 限 的 , 因为 这 个 群 的 
合成 因子 只 能 是 素数 阶 的 循环 群 ， 一般 地 ， 任 意 一 个 有 限 群 显然 
都 有 合成 群 列 ， 其次， 对 于 任意 一 个 单纯 群 G 来 说 一 一 无 限 单纯 
群 的 存在 性 已 在 $9 中 证 明 一 一 ， 唯 一 的 合成 群 列 就 是 СОЕ. 我 
们 现在 证 明 ， 和 群 有 合成 群 列 的 一 个 简单 的 充分 必要 条 件 ， 首 先 引 
入 一 个 新 的 定义 . 

О 的 子 群 豆 叫 做 一 个 可 届 子 群 ， 假 如 它 被 包含 在 G 的 某 一 
正规 群 列 内 ， 换 名 话说 , 群 G 的 所 有 正规 子 群 ,这 些 正 规 子 群 的 所 
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有 正规 子 群 等 等 就 是 群 G 的 可 届 子 群 ， 显 然 ， 可 届 子 群 的 正规 子 
群 也 是 可 届 子 群 。[ 参 看 补充 2.6. ] 
群 G 的 递 降 子 群 列 

@=Н. ЭНН»... ЭН, (6) 
叫做 群 G 的 一 个 正规 降 链 ， 假 如 每 一 个 子 群 且 ;, n= 二 1,2,…, 都 是 
Н... 的 正规 真子 群 ， 正 规 降 链 或 者 是 可 数 的 , 按 自然 数列 序 型 整 
列 的 , 或 者 是 有 限 的 .在 后 一 情形 就 说 , 这 个 链 是 断 的 .任何 一 个 
正规 群 列 都 是 断 正规 链 的 例子 ， 无 限 循环 群 G= {a} 的 如 下 子 群 


列 
@> {а} {а} 5... {а"}... 


可 以 作为 一 个 无 限 正规 降 链 的 例子 ， 
群 @G 的 递 升 子 群 列 
ЕСРСЕ,С.. СР, С... (7) 
叫做 群 G 的 一 个 正规 升 链 , 假 如 任何 一 个 子 群 Р, п=1,2, 6, 
де Р... 的 正规 真子 群 ， 并 且 所 有 子 群 Е, 都 是 群 G 的 可 届 子 群 0， 
正规 升 链 可 能 是 无 限 的 , 一 一 例如 , 在 有 理 数 加 法 群 里 可 以 找到 这 
样 的 链 , 一 一 也 可 能 是 有 限 的 ,也 就 是 断 的 . 
群 G 当 且 仅 当 它 的 一 切 正规 降 链 和 一 切 正规 升 链 都 是 断 的 时 
候 , 才 有 合成 群 列 ， 
事实 上 ， 设 群 G 有 合成 群 列 ， 并 且 设 是 它 的 合成 群 列 的 长 
度 ， 如 果 群 4 有 一 个 无 限 正 规 降 链 (6)， 那 未 当 ” 时 ， 由 群 列 
《6) 的 前 面 几 项 及 单位 子 群 所 构成 的 正规 群 列 
а2>Н,ЭН,>...2Н,>Е 
的 长 度 超过 8。 然而 这 是 与 Schreier 定理 相 韦 的， 其次, 假定 群 9 
有 一 个 无 限 正 规 升 链 (7)， 那 末 取 ив 并 且 做 群 @G 的 一 个 含有 子 
ЕР, ЕЖЕ. 


1) 最 后 的 要 求 在 正规 降 链 的 情形 是 自动 满足 的 ， 
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GDIDODGL DF DDE, s>1. 
这 样 的 群 列 是 存在 的 , 因为 根据 条 件 , К, 是 可 届 子 群 。 于 是 群 列 
С26,2-...029,.0Е, ОЕ, 10: 02Е, OF I 

是 正规 的 ,并 且 它 的 长 度 大 于 ,这 仍旧 与 Schreier 定理 矛盾 . 

现在 假定 在 群 G 里 ,一 切 正 规 降 链 和 一 切 正 规 升 链 都 是 断 的 . 
由 于 升 链 是 断 的 , 我 们 推出 , 在 群 G 的 任何 一 个 可 届 子 群 且 里 ， 总 
可 以 找到 这 个 子 群 的 一 个 极 大 正规 真子 群 ， 事 实 上 ， 如 果子 群 玖 
的 任何 一 个 正规 真子 群 都 被 包含 在 妃 的 某 一 较 大 的 正规 真子 群 
内 , 那 末 我 们 将 得 到 子 群 五 的 一 个 无 限 正规 升 链 , 它 将 是 G 的 一 个 
正规 升 链 . 

现在 所 求 的 合成 群 列 可 以 如 下 地 构成 ; 在 群 G 里 , 取出 一 个 极 
大 的 正规 真子 群 五 ,， 设 已 经 选 出 子 群 

Ho=G, Hi,, Hs,,**, H,, 

其 中 每 一 个 都 是 它 前 面 一 个 的 极 大 正规 真子 群 ; ТЕН, 显然 是 
G 中 一 个 可 刷子 群 ， 于 是 ， 车 五 ,了 关 B， 那 末 我 们 就 取 子 АН, 的 
一 个 极 大 正规 真子 群 作为 五 ;,;,， 由 于 正规 降 链 是 断 的 , 经 过 有 限 
多 步 以 后 , 我 们 就 达到 子 群 羡 , 这 就 是 说 ， 我 们 得 到 群 G 的 一 个 合 
成 群 列 ， 定 理 证 毕 . | 

如 采 一 个 群 具 有 合成 群 列 , 那 玉 关于 它 的 子 群 , 我 们 能 够 说 些 
什么 ? 可 数 交 错 群 的 例子 (参看 $ 4) 告诉 我 们 , 一 个 具有 合成 群 列 
的 群 可 能 包含 一 个 没有 合成 群 列 的 子 群 ， 事 实 上 ， 所 说 的 群 是 单 
纯 的 (参看 $ 9), 这 就 是 说 , 它 具有 合成 群 列 , 但 是 它 的 由 置换 

ь, = (4п —3, 4п —2) (4п —1, 41), п=1,2,..., 

所 生成 的 子 群 是 无 限 的 并 且 是 一 个 阿 贝 尔 群 一 一 后 一 论断 是 由 于 
— 73 6, 的 可 换 性 一 ， 因 此 它 不 可 能 具有 合成 群 列 . 

但 是 一 个 具有 合成 群 列 的 群 G 的 任何 一 个 可 届 子 群 吾 也 具有 
ЖЖ Я. Е, РАЕН ДЕЛЕ ПЕНИЯ, 根据 所 


To 
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作 的 假定 ， 这 个 正规 群 列 可 以 加 密 为 合成 群 列 ， 这 个 合成 群 列 在 
子 群 吾 与 单位 子 群 之 间 的 一 段 就 是 喜 的 一 个 合成 群 列 ， 由 此 还 推 
Ш, ЖНА С 的 一 个 可 届 真 子 群 , 那 末 群 旦 的 合成 长 度 小 于 群 
G 的 合成 长 度 ， 而 群 信 的 合成 因子 是 由 G 的 合成 因子 系 的 一 部 分 
所 组 成 的 ， 另 一 方面 ,如果 瑟 是 群 G 的 正规 子 群 , ЖЕНИ 


成 群 列 在 G 与 之 间 的 那 一 段 就 导出 高 群生 的 一 个 合成 群 列 ， 由 


此 得 出 ， 具 有 合成 群 列 的 群 G 的 任何 一 个 商 群 坊 也 具有 合成 属 


列 ; 它 的 合成 长 度 等 于 群 @ 的 合成 长 度 与 群 百 的 合成 长 度 之 差 ， 而 
它 的 合成 因子 连同 群 百 的 合成 因子 一 起 构成 群 G 的 一 个 合成 因子 
&. | 

就 具有 合成 群 列 的 群 来 说 ， 我 们 可 以 从 下 列 定理 得 出 关于 其 
任意 子 群 的 一 些 结论 ， 以 下 的 定理 是 关于 任意 群 来 说 的 

设 在 群 G 中 给 定 了 一 个 正规 群 列 

@=6,26,26,2:.2а,= Е, (8) 

那 末 群 G 的 任何 一 个 子 群 玉 都 具有 正规 群 列 , 它 的 因子 与 群 列 (8) 
中 某 些 不 同 的 因子 的 子 群 同 构 . 

事实 上 , Е, =ЕП@,1=0,1,2, :.:, 6, ЖЕ А= Е, А' = 
二 ,B= 二 Gi-1,B = 的 情形 下 应 用 Zassenhaus 引 理 , 我 们 得 到 ， 
Е, Р, 的 正规 子 群 并 且 


Е, 1 GFi_! 
Е: С, 
VY, 2. ъз Е, _ ча» С 一 
但 是 9, 129, 120,3, Ни 


群 同 构 . 因此 , 群 列 


Р=Р. ОЕ, OF ә... ОЙ, = Е 


经 过 去 探 可 能 的 重复 项 以 后 , 就 是 我 们 所 求 的 了 的 一 个 正规 群 列 ， 
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上 面 得 出 的 Schreier 定理 和 Jordan-Holder 定理 以 及 它们 
的 推论 是 关于 市 任意 运算 子 区 的 群 的 ， 如 果 再 把 所 有 内 自 同 构 加 
到 运算 子 区 上 去 , 那 末 容许 子 群 只 是 正规 子 群 ， 在 这 一 情形 , 合成 
群 列 的 概念 就 转化 为 主 群 列 的 概念 ;: 群 G 的 子 群 序列 

@=Н, >Я >Н.,>,.. ОНъ=Е 

ШИС 的 一 个 主 群 列 ， 假 如 任何 一 个 豆 ;G 王 1，2，…， 人 作为 
БТЕ Н, 内 的 真子 群 都 是 群 G 的 一 个 极 大 正规 子 群 ， 上 面 所 
征 明 的 关于 合成 群 列 的 存在 条 件 在 这 情形 下 转化 为 以 下 的 定理 : 

群 G 当 且 仅 当 它 的 所 有 正规 子 群 的 降 链 和 升 链 都 是 断 链 时 ， 
才 有 主 群 列 , 

这 样 的 链 在 以 下 将 分 别 叫做 群 G 的 不 变 降 链 和 不 变 升 链 。 

Jordan-Holder 定理 在 所 考虑 的 情形 下 化 为 以 下 定理 ， 

匡 群 @ 有 具有 主 群 列 , 那 末 这 个 群 的 任意 两 个 主 群 列 都 同 构 ， 

以 前 所 建立 的 关于 一 个 群 的 合成 群 列 与 它 的 可 届 子 群 之 间 的 
关联 不 能 转 到 主 群 列 的 情形 ， 事 实 .上 , 如 果 群 G 具有 主 群 列 , 我 们 
取经 过 一 个 给 定子 群 瑟 的 主 群 列 ， 那 末 这 个 群 列 在 五 与 九 之 间 的 
一 段 可 能 已 经 不 再 是 五 的 主 群 列 了 ,因为 一 般 来 说 ,在 五 中 存在 这 
样 的 正规 子 群 , 它 不 是 G 的 正规 子 群 . 

如 有 果 运 算 子 区 包含 群 G 的 所 有 自 间 构 (或 所 有 的 自 同 态 )， 那 
末 合 成 群 列 的 概念 就 转化 为 特征 子 群 列 ( 相 应 的 ， 会 特征 子 群 列 ) 
的 概念 , 就 是 群 G 的 这 样 的 子 群 序列 , 其 中 每 一 个 子 群 作为 包含 在 
它 前 面 一 个 内 的 真子 群 , 都 是 群 G 的 一 个 极 大 特征 (全 特征 ) 子 群 . 
由 jordan-Holder 定理 , 在 这 一 情形 , 我 们 得 出 以 下 定理 : 

知 群 G 具 有 特征 (全 特征 ) 子 群 列 ， 那 未 运 个 群 的 任意 两 个 特 
征 ( 全 特征 ) 子 群 列 都 同 构 ， 

这 一 攻 的 结果 的 进一步 的 发 展 ， 读 者 将 在 8 56 中 找到 ，[ 参 
看 补充 2. 5. ] 


lead Рр: НГ 
о. rp HE ET 
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517. В 积 


直 积 或 (在 加 法 群 的 情形 ) 直 和 的 概念 是 一 般 群 论 的 最 重要 概 
念 之 一 , 特别 地 , 它 是 群 的 某 些 分 支 , 例如 阿 贝尔 群 的 理论 的 基础 
在 这 一 太 里 ， 我 们 将 给 出 这 个 概念 的 定义 并 且 指 出 它 的 一 些 最 简 
单 的 性 质 , РЖИ вне. 

ОЦИ ЕВ Н, Н, +, Н. 的 直 积 ， 假 如 以 下 三 点 要 
ЖЕНЕ: 

1) ҒЕН,, Н,, .., Н, 都 是 群 G 的 正规 子 群 . 

2) 群 G 是 由 子 群 Hi, Н, .--,Н» 所 生成 的 . 

3) 任意 一 个 子 群 吾 ; (2 = 二 1,2,…, 7?) 与 一 切 子 群 HH;(j 关 人 让 所 
生成 子 群 的 交 竺 于， 

这 个 定义 可 以 用 下 面 和 它 等 价 的 形式 给 出 ， 群 G 是 它 的 子 群 
НН», +, Н, 的 直 积 ,假如 

1) 任意 两 个 子 群 五 ; 5 H(i 闫 四 的 元 素 彼此 可 换 ， 

2) 群 G 的 任意 元 素 9 可 唯一 地 写成 滋 积 

= А, р, 

的 形式 , ЖАК h,EH;, i= 1,2, +++, п. 

我 们 证 明 ， 由 第 一 个 定义 可 推出 第 二 个 定义 ， 为 了 证 明 条 件 
1 成 立 , 我 们 取 元 素 аСН,, ЪЄН,, 152), 那 末 根据 条 件 1， 我 们 
有 aba ‘ЄН,,ђа 'b EH;,， 这 就 是 说 ， 换 位 元 ара 165-7! 饭 念 在 交 
fH; 之 中 ,这 个 交 根 据 条 件 3， 应 该 等 于 召 为 了 证 明 条 件 2 
成 立 , 我 们 注意 ，G 的 任意 元 素 9 写成 乘积 9= А, 的 可 能 性 
由 条 件 2 及 已 经 证 明了 的 条 件 1' 可 以 推出 ， 这 种 写法 的 唯一 性 可 
| gq= ье hi 6. 
并 且 假 定 , ВМ, НЕ ， 那 来 再 一 次 利用 1 我 们 得 到 等 式 
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В: = (№ +В) САВ)" 
= (955)... (АА), 
这 与 条 件 3 矛盾. 

反 过 来 ,由 直 积 的 第 二 个 定义 可 以 推出 第 一 个 定义 ， 事 实 上 ， 
条 件 2 更 含 在 条 件 2 中 ， 为 了 证 明 条 件 3, 我 们 假定 , 比方 说 ， 子 
群 Н, 与 子 群 Но, ***, Н, 所 生成 的 子 群 的 交 含有 一 个 不 等 于 单位 
元 的 元 素 c。 这 个 元 到 包含 在 豆 ; 中 , 并且 根据 条 件 ТГ, ВЫХ 
可 以 写成 乘积 А.А, 的 形式 , 但 是 这 与 条 件 2 矛盾， 为 了 证 明和 条 
件 1， 我 们 由 А, 中 取出 元 素 % 并 且 由 C 中 取出 任意 元 素 9， 由 
2 ,9 一 有 07 于 是 由 工 ， | 

9 ihig=hi ВЕН. 

检验 一 个 群 G СЕТЕ РЕ Н, Н, *Н, 的 直 积 上 时， 由 
于 可 用 下 面 较 罗 的 条 件 来 代替 第 一 个 定义 中 的 条 件 3， 做 起 来 就 
方便 得 多 . 

Зо) РА Н; (8 =1, 2, ›*., п) 与 子 群 Нь***, Ну 所 生成 的 子 
Мат Е. | 

为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 只 和 需 指 出 ， 由 条 件 1、2 及 3。 就 已 经 
能 够 推出 条 件 1 及 2. 因为 由 3。， 我 们 立刻 得 到 ， 若 i 关 7， 则 
Н.ПН;=Е, 于 是 条 件 1 就 被 证 有 明了， 而 只 要 再 证 明 条 件 2 中 所 
述 的 唯一 性 ， 如 果 对 于 元 素 9 我 们 找到 了 两 种 不 同 的 写法 ， 

9 = 8... = hy hh 
ЕН. А, №,, НА, =, Вей, Еа, ЖЗИ 
等 式 
И, he= (hi hr) (В) йа), 
这 与 条 件 3 矛盾 . : 

如 果 群 G ЖЕЛЕ А, Н, 6, Н.Б, ПЕ 

和 群 就 叫做 出 现在 这 个 分 解 式 中 的 直 因 子 , 而 这 个 分 解 式 就 写 为 
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G=H, x H,x' x H, 

的 形式 . 

直 积 的 定义 是 在 分 解 为 有 限 个 直 因 子 的 情形 下 给 出 的 . 但 是 
这 个 概念 对 于 无 限 多 个 直 因 子 的 情形 也 适用 ， 并 且 按 以 下 定义 给 
Ш: ЖОШ ТН Е Н, (а 遍历 一 个 给 定 的 足 标 和 集 ) 的 直 
积 , 并 且 记 作 

G= Но 


假如 G 是 由 这 些 子 群 所 生成 的 ， 并 且 G 中 任何 一 个 由 有 限 多 个 子 
ВЕН. 所 生成 的 子 群 都 是 它们 的 直 积 ， 由 这 个 定义 我们 立刻 可 以 
推出 不 同 的 子 群 如。 中 元 素 的 可 换 性 和 把 G 中 任意 元 素 唯 一 地 (不 
计 因 子 的 次 序 ) 写 成 由 子 群 8。 中 取出 的 某 些 有 限 多 个 元 素 的 乘 
积 的 可 能 性 ， 其 次 , 容易 看 出 , 每 一 个 子 群 五 。 都 是 G 的 正规 子 群 : 
5 9 是 G 的 任意 元 素 , 那 玉 g 二 hs 有,…'h。,， 但 因为 根据 假设 , А, 
Н.» Н. 9, Н. 这 些 子 群 在 群 G 中 构成 一 个 直 积 , 所 以 g 'Н.9 
=Н.. 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 任 意 子 群 石 ,与 一 切 Н, (аза) 
所 生成 的 子 群 的 交 等 于 Е, 

利用 这 一 解释 ， 可 以 指出 和 上 面 定义 等 价 的 无 限 多 个 子 群 直 
积 的 某 些 新 定义 ,而 并 不 需要 预先 考虑 有 限 个 因子 的 情形 ， 例 如 ， 
和 .上 面 对 于 有 限 多 个 因子 的 情形 的 定义 之 一 相当 ,读者 不 难 证 明 ， 
群 G 当 且 仅 当 在 这 样 的 情形 下 才 是 它 的 子 群 А, ВОВ: 1) 任意 
两 个 不 同 的 子 群 五 的 元 素 彼此 可 换 ; 2) G 中 任何 一 个 元 素 都 可 
以 唯一 地 (车 不 计 因 子 的 次 序 ) 写成 册子 群 Н. 中 所 取 出 的 有 限 多 
个 元 素 乘 积 的 形式 ， 

我 们 指出 由 定义 推出 来 的 关于 直 积 的 最 简单 的 性 质 : 

І. # 


а= ]Н» (1) 
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Юн +Н .本身 又 可 以 分 解 为 直 积 ， 


Н.= ДН.” 


ЖЯ СА - Н, 的 直 积 ,这 里 万 op 取 遍 所 有 的 & 及 有 
” 群 G 的 这 一 新 的 直 分 解 叫 做 分 解 式 (1) 的 接续 . 

IT。 若 (1) 是 群 G 的 一 个 直 分 解 , 那 末 可 以 这 样 地 得 到 它 的 一 
个 新 的 直 分 解 ， 用 任意 方式 把 子 群 如 ,的 集合 分 成 一 些 互 不 相交 
的 部 分 集合 ,并 且 把 出 现在 这 些 部 分 集合 的 每 一 个 里 的 子 群 Н.М 
它们 的 直 积 来 代替 . 

І. ЖАТКАИ) ХА ЮУН, ФШ НІ, 
ЕСН.С Н, Жж- иЗ Н, АОФ 23-08153 о 
Еж. 

1% @=Н,хН»›х.+..хН,, ЖО 中 任意 元 素 9 都 可 写成 
9 二 有 ho…h, 的 形式 ， 此 处 hE 如 ;,i 二 1,2,…，n， 唯一 确定 的 元 
35 А, 叫做 元 素 9 在 直 因 子 А, 中 的 分 支 。 由 此 看 出 ,元 素 ЕН; 
中 的 分 支 与 所 给 的 分 解 有 关 : 如 果 给 出 群 G 的 另 一 个 也 包含 了 H， 
作为 一 个 下 因 子 的 直 分 解 ， 那 末 y Н, 中 的 分 支 可 能 不 再 是 有 
了 。 对 于 共有 无 限 多 个 直 因 子 的 直 积 来 说 ， 元 素 的 分 支 的 概念 仍 
АЖУР, 但 是 应 该 记 住 , 在 这 时 每 一 元 素 在 给 定 的 直 分 解 之 下 只 有 
有 限 多 个 异 于 1 的 分 支 . 


若 G = |н, жаг С 的 任意 一 个 子 群 , 那 末 子 群 F 


的 一 切 元 素 在 二 因 子 Н. 中 的 分 支 所 成 的 集合 Fs 是 一 个 子 群 ， 这 
个 子 群 叫做 子 群 玉 在 如。 中 的 分 支 。 如果 卫 是 群 G 的 正规 子 群 , 那 
КЛЕР, 是 Н. 的 正规 子 群 并 且 也 是 G 的 正规 子 群 。 后 一 论断 由 
ТАУ ВО ЈА АҢ: 


1) АЖ, Н. 中 的 某 些 个 实际 上 可 能 龙 不 可 分 解 的 ， 


-HT 
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Г. 车 4 是 群 G 的 一 个 直 因 子 ， 那 来 子 群 4 的 任何 一 个 正规 
子 群 水 也 是 G 的 正规 子 群 

事实 上 , 在 G 中 存在 这 样 的 子 群 B, 使 得 G=A4xB. ожа 
的 任意 元 素 而 9 一 40, ae А, ЄВ, ж 

g Ад=а 'Aa=4. 

因 属 干 一 个 给 定 直 分 解 的 不 同 直 因子 的 元 素 是 可 换 的 ， 我 们 
可 由 此 推出 ， 直 积 的 元 素 相 来 时 ， 就 是 它们 对 应 的 分 支 相 来 . 因 
此 , 特别 地 , 直 积 的 两 个 元 素 的 换 位 元 的 分 支 等 于 这 两 个 元 素 分 支 
的 换 位 元 . 由 此 推出 

V.。 直 积 的 换 位 子 群 等 于 它 的 因子 的 换 位 子 群 的 直 积 . 

态 一 方面 ,由 上 述 关 于 两 个 元 素 的 换 位 元 的 分 支 的 性 质 得 出 ， 
直 积 中 两 个 可 换 元 系 的 分 支 也 彼此 可 换 , 因此 

VI. 直 积 的 中 心 等 于 它 的 因子 的 中 心 的 直 积 ， 


事实 上 , 如 果 元 素 z 属于 群 G = ДА. 的 中 心 , 那 未 元 素 z 在 


4 中 的 分 文 2 将 与 G 中 任意 元 素 的 分 支 ， 即 与 А, 中 任意 元 素 可 
换 ， 

ле Е Е НН, К-РАЯ, 那 末 了 包含 在 它 的 分 支 的 直 积 之 中 ， 
和 在 一 般 情 况 下 ， 它 并 不 等 于 这 个 直 积 ， 如 果子 群 吕 的 所 有 分 支 都 
包含 在 所 中 亦 即 老 了 的 所 有 分 支 与 了 和 对 应 直 因 子 的 交 重 合 ,在 
这 一 情况 下 ， 可 以 推出 了 与 它 的 分 支 的 直 积 重合 ， 我 们 其 至 可 以 
证 明 以 下 性 质 ， | 

ҮІ. #0=АхХВаАЗ# ГАА ФЫЎӰЕ Б РПА 2, Я 
Ж РЕВ? ДЖ БХ РПВ $4, ШРАЗЯЛАМЕЖ. 

事实 上 , 右 ЕР 而 f= 二 ab， 那 未 5=a ЄР, |Н 1 
GEF 


由 此 推出 
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УГ. # СЕАХВ Ш РГ 包含 直 因 子 4， 那 末 Е= 
Ax (ЕПВ). 

最 后 我 们 指出 性 质 


VIII， 若 G= 4x B， 那 未 直 因子 再 与 商 群 分 同 构 。 


事实 上 , 设 49 是 群 G 对 子 群 4 的 一 个 陪 集 并 且 о=аь, ЯЖ 
49， 这 了 驶 是 说 ， 和 群 G 对 4 的 任何 一 个 陪 集 都 含有 五 的 一 个 元 素 
并 且 , 很 明显 , НН —^ Ве. 

到 现在 为 止 ， 我 们 只 谈论 某 一 个 群 分 解 为 它 的 子 群 的 直 积 . 
[以 下 我 们 党 第 要 谈 到 某 些 给 定 的 群 的 直 积 ， 例 如 ， 假 定 已 知 群 A 
ІВ, 一 切 可 能 的 元 素 对 (a,5) 的 集合 ,此 处 a 是 4 中 的 元 素 ,5 是 
В 8572, 在 如 下 定义 的 运算 之 下 作成 一 个 群 : 

(2, 5) · (а, 5) = (аа, БЬ’. 

容易 验证 ， 这 个 群 是 它 的 子 群 4 与 B' АН, ЖФА 是 由 
形式 如 (a, 1) 的 元 素 偶 所 构成 的 , 而 В’ 是 由 形式 如 (1 Б) 的 元 素 偶 
所 构成 的 ”所 指出 的 子 群 分 别 与 已 知 群 4 和 B 同 构 ， 因 此 我 们 
所 作成 的 群 可 以 ， 并 且 以 后 就 叫做 群 4 与 B 的 直 积 ， 这 种 构成 法 
可 以 又 无 困难 地 用 到 任意 有 限 个 已 知 群 的 情形 ， 这 种 构成 法 对 无 
限 多 个 群 的 情形 可 如 下 来 作 :， 假设 任意 给 定 一 组 群 4., 那 末 这 些 
群 的 直 积 的 元 素 是 由 每 一 个 А, 中 取出 一 个 元 素 as 所 组 成 的 元 素 


人 


这 样 的 元 素 系 的 乘法 定义 一 如 有 限 多 个 直 因 子 的 情形 . 

我 们 所 曾 述 的 由 一 些 已 知 群 通过 作 直 积 而 得 到 新 的 群 的 方法 
在 以 后 将 要 有 许多 应 用 . 

在 所 指出 的 无 限 多 个 群 的 直 积 的 构成 里 ， 显 然 可 以 去 掉 只 有 


1) Жл (а, 1), ЛЕА ЖЛЕВОС, р, 1 是 群 4 
的 单位 元 ， 
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有 限 多 个 分 支 异 于 单位 元 这 一 要 求 , 而 考虑 由 每 一 个 已 知 群 4。 里 
取出 一 个 元 素 所 构成 的 任意 元 素 系 ， 这 样 得 到 的 群 叫 做 所 给 群 的 
完全 直 积 ; 在 Tpaes 的 论文 LI 中 指出 了 这 种 群 的 一 些 有 赵 的 性 
质 ， 然 而 应 该 注意 的 是 ,对 于 完全 下 积 来 说 , 就 不 可 能 像 上 面 对 普 
通 下 积 那 样 来 给 出 < 内 部 的 > 定义 ，[ 参 看 补充 6.1, ] 

直 积 的 这 两 种 类 型 可 以 统一 在 以 下 的 带 分 出 子 群 的 直 积 这 一 
构造 中 在 每 一 个 给 定 的 群 4。 НВА ЛЕЕВ, ЕС 
В.С 4。。 考 虑 从 每 一 个 群 4。 中 取出 一 个 元 素 所 组 成 的 元 素 系 , 这 
些 元 素 只 有 有 限 多 个 在 对 应 的 子 群 В, 外 , 而 乘法 , 就 像 上 面 一 样 ， 
是 按 分 支 相 乘 ， 由 Виленкин[1] 所 3 入 的 这 种 构造 在 拓扑 阿 中 
尔 群 中 有 着 重要 的 应 用 . 

一 个 群 , 如 末 不 能 分 解 为 它 的 真子 群 的 直 积 , 就 叫做 不 可 分 解 
的 ,或 者 确切 一 点 说 , 叫做 不 能 分 解 成 直 积 的 ， 因 为 以 后 我 们 还 要 
遇 到 其 他 形式 的 乘积 ， 显 然 ， 一 切 单纯 群 都 是 不 可 分 解 的 群 ， 有 
理 数 加 法 群 , 同样 地 ,整数 加 法 群 ， 即 无 限 循环 群 的 不 可 分 解 性 是 
这 样 得 出 的 ; 对 于 任意 两 个 有 理 数 都 存在 异 于 零 的 公 倍数 , 因而 这 
个 群 的 任意 两 个 异 于 零 的 子 群 的 交 也 异 于 零 . 

车 给 定 一 个 р" ИКЕА (а), 这 里 bp 是 一 个 素数 , 那 末 这 个 
车 的 所 有 蜡 于 如 的 子 群 就 是 元 素 a, a?, а?*, ,az 的 循环 子 群 . 
换 句 话说 , 如 果 给 出 这 个 群 的 任意 两 个 子 群 , 那 末 其 中 一 个 必定 包 
ВЕУ. ИЩ, р" ПАК, ањ, ряд 
不 可 分 解 的 ， 

另 一 方面 ， 任 意 一 个 阶 为 合 数 的 循环 群 都 可 以 分 解 为 一 些 逢 
环 群 的 直 积 , 它们 的 阶 都 是 不 同 素数 的 罕 . 

事实 上 , 令 

п = рү'рг'2-.-ре 


УМЕ {а} АИТ, 此 处 5222, 而 pb Ра, "р, 是 互 不 相同 的 素数 ， 
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Ала 
Я: рузеро ре, 01,2, 66у 5. 
元 素 ач Жир, 循环 子 群 {os) УЕА а је) 
乘积 的 交 是 ， 因 为 所 说 乘积 中 所 有 元 素 的 阶 都 与 p; 互 素 ， 因 
此 , Еа), УВЕ а“} (2 二 1,2,…，5) 的 积 是 耳 积 且 确 实 与 群 
{ta} 重合, 因为 直 积 的 阶 等 于 直 因 子 的 阶 的 乘积 . 

可 分 解 群 的 另 一 些 例子 是 可 分 解 为 实数 加 法 群 与 虚数 加 法 群 
的 直 和 的 复数 加 法 群 ,以 及 可 分 解 为 正 实数 乘法 群 及 由 一 1 所 生成 
的 二 阶 人 循环 群 的 直 积 的 非 零 实数 乘法 群 ， 正 有 理 数 乘法 群 可 以 分 
解 为 可 数 个 无 限 循 环 群 的 直 积 ， 这 些 循 环 群 是 由 不 同 的 素数 所 生 
成 的 ， 还 要 指出 ， 我 们 已 经 不 止 一 次 地 遇 到 过 的 4 阶 非 循环 的 阿 
贝尔 群 是 两 个 2 阶 循 环 群 的 走 积 . 

直 积 的 概念 也 可 用 到 带 运 算 子 的 群 上 .在 这 一 情形 下 ， 显 然 
只 限于 考虑 这 样 的 可 分 解 为 直 积 的 群 ， 它 的 一 切 百 因子 都 是 对 于 
所 券 处 的 运算 子 区 的 容许 子 群 ， 为 一 方面 ， 如 果 给 出 了 带 同 一 运 
算 子 区 之 的 一 些 群 А, 那 末 这 些 群 的 二 积 G 也 可 以 看 成 是 带 同 一 
运算 子 区 的 市 运算 子 的 群 ,不 过 要 假定 

0 бл, Ча." "*Ча,, 9Е@, а. СА. 
以 使 

00 := 4, 0 '9,,0**‹8,,0, 
此 处 ос, 7, ШАРА, АРТЫЛА е 
子 群 . 

以 后 我 们 就 会 知道 (8 26), 存在 这 样 的 可 分 解 的 群 ， 它 不 可 能 
分 解 为 一 些 不 可 分 解 群 的 直 积 ， 于 是 就 发 生 了 一 个 群 在 什么 条 件 
下 其 有 这 样 的 分 解 的 问题 。 男 一 方面 ， 一 个 群 也 可 以 有 许多 不 同 
的 这 种 分 解 ， 这 就 ?| 起 关于 一 个 群 分 解 为 不 可 分 解 因 子 的 直 积 的 
唯一 性 问题 ， 再 者 , 一 个 群 的 两 个 直 分 解 叫做 同 构 的 ,假如 在 这 两 
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个 分 解 的 因子 之 间 可 以 建立 这 样 的 一 个 相互 单 值 对 应 ， 使 得 对 应 
的 因 于 是 彼此 同 构 的 群 ， 关 于 一 个 群 的 任意 两 个 分 解 成 不 可 分 解 
因子 的 直 分 解 在 什么 条 件 下 是 同 构 的 问题 ,或 者 更 一 般 地 , 关于 任 
意 两 个 直 分 解 在 什么 条 件 下 具有 同 构 延 拓 的 问题 ， 兽 是 许多 研究 
工作 的 对 象 ， 所 有 这 些 间 题 都 将 在 第 十 一 章 里 加 以 讨论 ， 而 对 于 
各 类 阿 贝 尔 群 的 同样 的 讨论 将 在 第 六 章 到 第 八 章 里 进行 . 


$ 18。 上 自由 群 .定义 关系 

这 一 市 的 目的 是 要 建立 一 些 给 出 群 的 方法 ， 使 我 们 不 必 利 用 
定义 了 和 群 运算 的 集合 的 元 素 的 个 别 性 质 ， 为 了 达到 这 一 目的 ， 首 
先 必须 构成 一 类 特殊 的 群 ,叫做 自由 群 , 这 一 类 群 在 某 种 意义 下 一 
般 地 概括 了 实际 上 存在 的 所 有 的 群 . 

设 给 定 某 些 记 号 zw xp x,,… 所 组 成 的 非 空 ( 有 限 或 无 限 ) 集 
合 入 .我 们 约定 把 这 些 符 号 记 作 zz 5 zx51,x+1,…, 并 且 认 为 , 这 些 
符号 和 某 些 新 的 符号 zz 1x51,2;，，… 是 一 一 对 应 的 ， 表 示 式 

| Ш= 141251 :60029 (е 1,1=1,2, 6, п), (1) 
即 由 有 限 多 个 形式 如 z+! 与 5! 的 符号 所 作成 的 有 序 组 (每 一 个 符 
号 在 表示 式 (1) 中 可 以 重复 出 现 ), 叫做 一 个 字 ， 假 如 在 表示 式 (1 ) 
中 任何 一 个 符号 xz 和 它 所 对 应 的 符号 zz! 不 相 邻 地 出 现 ， 例 如 ， 
Зов 2.0.20, аат, Xp 都 是 字 ， 而 тар отат, 就 不 是 字 *. 

数 即 叫做 字 妈 的 长 度 并 且 用 1 (ww) 来 表示 ， 显 然 , 对 于 任意 集 
合 普 我 们 可 以 作出 任意 长 度 的 字 来 ， 长 度 是 1 的 字 就 是 符号 xz 或 
15 本 身 并 且 只 能 是 它们 本 身 ， 我 们 也 把 一 个 符号 也 没有 的 空 字 
wo 算 作 字 ; (о) =0. 

1) 为 了 便于 了 解 以 下 的 构 成 法 ， 读 者 可 先 假定 集合 园 只 含有 两 个 记号 zi 与 zz， 


2) 这 显 所 用 有 购 字 的 号 法 不 应 该 了 解 为 假定 有 任何 《乘法 > 的 符号 ， 字 只 不 过 是 
符号 的 一 个 有 序 组 , 例如 我 们 可 以 把 字 里 的 符号 用 喜 点 一 个 一 个 地 分 开 . 
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用 我 们 已 有 的 一 批 符号 所 能 写 出 的 一 切 字 的 集合 ， 对 于 如 下 
趾 义 的 运算 来 说 作成 一 个 群 : 设 给 定 两 个 字 
= дет (в; = 51,1 =1,2,.., п), (2) 
Шә == 051152 дат (0;=-1,71=1,2,...,т), (3). 
如 果 等 式 
би _+1 = В; В. ва: +0: =0 
РТН АУ 2017) р, 此 处 上 满足 条 件 ОИ (п, т), 
Е В а, в Вьн» 或 者 ui 一 Do 而 同时 ёо =0,.:, АЖ 
令 | 
РЕН Я ТЕР (4) 
换 句 话说 , 为 了 得 出 乘积 шир, 应 该 把 字 и, 接 在 о 后 面 , 假 
如 这 样 得 到 的 表示 式 
тааз ар, рт. (5) 
是 字 的 话 , 即 是 说 , 如 果 符 号 ze, 与 zp, 或 者 不 相等 ,或 者 相等 而 又 
有 相同 的 指数 , 那 末 就 得 到 乘积 wita。 人 否则， 表示 式 (5) 中 就 需要 
进行 一 些 缩减 ， 就 是 要 把 所 作 序 列 中 具有 相反 指数 的 一 对 对 相同 
符号 依次 请 去 ， 显 然 , 在 作 这 种 缩减 时 , 因子 wi 与 w 中 的 一 个 可 
能 完全 被 消 掉 了 . 
很 明显 , 空 字 wo 在 这 样 定义 的 乘法 之 下 起 着 单位 元 的 作用 . 
字 (2) 的 送 元 是 
WI Xan pa Na’, 
特别 , 符号 xu 的 逆 元 就 是 符号 а. 
字 的 乘 丢 的 结合 性 质 的 证 明 是 相当 困难 的 ， 设 给 定 了 字 о), 
wz 及 ws， 它 们 都 不 是 空 字 '。， 我 们 利用 对 中 阁 因 子 ws 的 长 度 作 
归纳 法 来 证 明 等 式 


1) 当 三 个 因子 中 有 一 个 是 w。 时 ,结合 律 的 正确 性 是 明显 的 . 
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ш, (шошз) = (ии) шз (6) 
ВХ. 
72 100) = 的 情形 , 即 ио = 二 zs， 如 果 字 wi 的 最 后 一 
个 符号 和 字 ws 的 第 一 个 符号 都 不 等 于 zs 那 就 不 能 做 任何 缩减 ， 
因而 等 式 (6) 成 立 ， 如 果 所 说 的 两 个 符号 中 只 有 一 个 等 于 zas'， 这 
时 等 式 (6) 也 成 立 ， Я ЛЕХ НР, ФА или» 与 ши: 之 一 不 
能 再 作 任 何 缩减 ， 最后， 如 果 这 样 的 两 个 符号 都 等 于 za', 那 末 今 
Шу = 281.059", Шз 5 рег. 
于 是 表示 式 
трасета ата уау 
是 一 个 字 , 因为 在 这 个 表示 式 里 不 能 再 作 任 何 缩减 ,并且 它 和 等 式 
(6) 的 左右 两 端 都 相等 ， 
现在 设 i(w2z) 22, ж 
W2 Та 17а 25а в, 
ВЖ 4 
№ = 24104166009) 
于 是 и; 是 一 个 字 ， 并 且 Ки.) < Ки) в, =и тн 现在 利用 
中 间 因 子 的 长 度 小 于 % 时 的 等 式 (6) 来 证 明 等 式 (6) 在 所 考虑 的 情 
№ г: 
и (оз) =w (и тет) из] = Ш (тиз) ] 
= (00 ) (Zenws) = Гиль ха] 
== [ир (05 жа") 0з = (ииз) шз. 
最 后 , Е ЕА Е НН А ВУ Е ЗЕ, ар ВЕ СЕНО ЕЯ, 它们 
只 在 施行 缩减 以 后 才 是 字 ， 但 是 这 并 不 妨碍 证 明 的 进行 . 
我 们 现在 已 经 有 理由 来 谈论 关于 由 一 个 已 知 集合 观 中 的 符号 
内 及 它们 的 蓝 元 管 号 所 组 成 的 宇 的 群 了 ， 这 个 群 叫做 自由 群 。 显 
然 , 它 由 所 给 集合 跑 的 势 完 全 确定 而 不 依赖 于 这 个 集合 中 元 素 的 
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任何 个 别 性 质 ， 如 果 我 们 把 集合 中 的 势 ( 在 有 限 集 合 时 ,就 是 这 个 
集合 中 元 素 的 个 数 ) 虽 做 由 这 个 集合 所 构成 的 自由 群 的 秩 , 那 末 利 
用 初等 集合 论 的 观点, 可 以 证 明 有 限 秩 的 自由 群 都 是 可 数 的 ,而 任 
何 一 个 无 限 秩 的 自由 群 都 共有 和 它 的 秩 相同 的 势 . 

显然 ， 秩 是 1 的 自由 群 就 是 无 限 循环 群 ， 任何 一 个 秩 大 于 1 
的 自由 群 都 是 非 交 换 的 : 如 采 а В, ЭБЖ дал, 与 тат. 是 这 个 群 
的 不 同 元 素 ， 在 一 般 情 形 下 ， 除 单位 元 外 自由 群 的 所 有 元 素 都 具 
有 无 限 阶 : ЕЛЕ 

0 20510220009 . 

н, 5 1: рас", ДР а Бадан, …， 符 号 x? 与 дна 
ЕР НШ, НР ав: Бет 来 说 不 成 立 ， 那 末 
令 


7 


这 个 满足 不 等 式 0<4< о 的 力 一 定 可 以 找到 , 因为 由 不 是 空 字 。 
现在 对 于 2220, 有 
Ш = ил WED дит Фа", | 

在 这 个 等 式 右 端的 表示 式 不 能 再 作 任何 缩减 , 这 就 是 说 , 它 不 是 一 
Ая. ШИЯ 051. | 

我 们 注意 , 任何 一 个 字 都 等 于 构成 它 的 符号 的 乘积 ， 因 此 , 集 
合 时 是 在 这 个 集合 上 所 建立 的 自由 群 的 生成 系 ， 我 们 约定 把 自由 
群 的 这 种 生成 系 叫 做 它 的 自由 生成 系 。 以 后 我 们 对 于 自由 群 的 元 
素 将 保留 《 字 》 这 个 名 称 而 把 它们 写作 生成 元 的 寡 的 乘积 的 形式 ， 
例如 不 与 yazezazz от 而 写 оду тол. 

关于 自由 群 的 进一步 的 理论 , 包括 许多 深究 的 和 重要 的 结果 ， 
读者 将 在 第 九 章 里 看 到 ， 现 在 我 们 来 证 明 一 个 定理 ， 这 个 定理 完 
全 揭示 出 自由 群 在 整个 群 论 中 的 意义 
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住 何 一 个 群 都 与 某 一 自由 群 的 一 个 商 群 同 构 . 
事实 上 , 设 给 定 任意 群 G 并且 令 必 是 这 个 群 的 一 个 生成 系 ; М 
中 的 元 素 用 ac, 4s,，…' 来 表示 ， 我 们 取 这 样 的 一 个 自由 群 全 , 它 的 
目 由 生成 系 和 性 有 相同 的 势 ， 在 及 的 元 宗 己 我们 所 取 的 群 玉 的 日 
由 生成 系 的 元 到 之 间 建 立 一 个 相互 单 值 对 应 , 并且 约定 把 群 的 
与 村 中 aa 相对 应 的 生成 元 记 作 zc。 把 下 中 的 元 素 za БЕ 
应 的 G 中 的 元 素 a 的 上 映射 ,一 般 地 ,把 元 素 
дерет, 8 一 士 11 一 1 2 (7) 
ВАКа 中 等 于 乘积 
Lai0c2 0ct (8) 
Но СЗ НУВ КЕ ЕТУ ВЕНЕ АЕ а Еу А, 
根据 关于 同 态 的 定理 ($ 10), 推出 


И 
C 一 万， 


这 样 就 证 明了 这 个 定理 ， 我 们 注意 , 群 砚 的 正规 子 群 五 则 好 由 一 
切 形式 如 (7) 这 样 的 字 组 成 ， 它 们 所 对 应 的 乘积 (8) 等 于 群 G 的 单 
位 元 . 

由 适 才 定理 的 证 明 中 可 以 推出 ， 任 何 一 个 具有 限 生 成 元 的 属 
都 是 一 个 有 限 牧 的 自由 群 的 商 群 ， 说 得 更 确切 一 些 ， 住 何 一 个 具 
有 多 个 生成 元 的 群 都 是 一 个 铁 为 双 的 自由 群 的 商 群 

显然 ， 把 一 个 群 G 作 为 一 个 自由 群 的 商 群 这 种 表示 法 对 于 这 
个 群 来 说 并 不 是 唯一 的 , 因为 这 种 表示 法 依赖 于 集合 愉 的 选择 . 

设 给 定 任意 群 G 并 且 假 设 它 被 表 成 某 一 自由 群 古 对 其 正规 子 
群 豆 的 商 群 ， 和 上 面 一 样 , 车 zw ze … 是 群 历 的 自由 生成 元 , 那 末 
在 自然 同 态 之 下 , 群 G 中 与 它们 对 应 的 元 素 就 用 а, ар» … 来 表示 . 
而 所 有 这 种 元 素 (自然 ， 其 中 可 能 有 相等 的 ) 的 集合 用 Е 来 表示 ， 
设 字 
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217-718; 是 整数 ) 
是 且 中 任意 元 素 。， 在 群 G 中 有 等 式 
021052 ras! =1 
与 它 对 应 ， ШИМ В 中 的 关系 . 
在 吾 中 选 出 这 样 的 一 个 子 集 合 %, 使 得 它 所 生成 的 群 矿 中 的 
正规 子 群 就 是 五 ， 与 多 中 的 字 相 对 应 的 一 组 关系 岂 做 群 G 的 定义 
ЖА. 于 中 的 元 素 在 G 中 的 一 切 关 系 都 可 以 看 成 定义 关系 的 推演 
结果 , 因为 瑟 中 任 一 元 素 都 可 以 写成 及 中 的 元 素 及 其 共 斩 元 素 的 
群 G 由 所 给 的 定义 关系 完全 确定 ， 因 为 集合 及 在 自由 群 环 中 


完全 确定 了 正规 子 群 如 ， 于 是 也 就 完全 确定 了 商 群 友 ， 由 于 任意 


ВЕ, 正如 上 面 所 证 明 的 那样 , 都 是 一 个 自由 群 的 商 群 ， 所 以 我 们 得 
到 以 下 结论， 任何 一 个 群 都 可 以 由 关于 某 一 个 符号 集合 的 一 组 定 
义 关 系 给 出 ; 因此 ， 如 果 两 个 群 由 某 些 生成 系 的 定义 关系 给 出 ,并 
且 在 这 两 组 生成 系 之 间 可 以 建立 这 样 的 一 个 相互 单 值 对 应 ， 使 得 
第 一 个 群 的 定义 关系 可 以 转化 为 第 二 个 群 的 定义 关系 , 反 过 来 ,第 
二 个 群 的 定义 关系 也 可 以 转化 为 第 一 个 群 的 定义 关系 ， 那 末 这 两 
个 群 同 构 . 

反 过 来 , 如 果 给 了 任意 一 个 符号 的 集合 肝 及 任意 一 组 关系 ,这 
些 关 系 把 可 中 符号 所 组 成 的 某 些 字 和 单位 元 等 同 起 来 ， 那 末 总 可 
以 指出 这 样 的 群 ,使 这 一 组 关系 是 它 的 一 组 定义 关系 为 此 , 我 们 
只 需 作 出 集合 六 上 的 一 个 自由 群 ， 在 其 中 取出 由 这 些 关 系 左 端 所 
生成 的 正规 子 群 , 然后 再 过 渡 到 商 群 就 行 了 . 

Буск 定理 设 群 @ 是 由 某 一 组 定义 关系 给 出 的 ， 而 群 @ 是 
由 同样 这 些 和 位 号 的 这 些 关 系 另 外 再 加 上 一 些 其 他 的 关系 所 给 出 
的 ， 那 未 群 G 与 群 G 的 一 个 商 群 同 构 ， 


事实 上 ， 如 果 我 们 使 群 和 与 G 都 和 同一 个 自由 群 玉 的 两 个 商 
ВН], 


~ :~W 
‘п Чо 


那 末 正规 子 群 如 包含 在 正规 子 群 鼠 ' 内 . 

这 个 定理 在 寻求 用 其 他 方法 给 出 的 群 的 定义 关系 时 往往 是 有 
用 的 . 

例 1. 2 阶 有 限 循环 群 是 由 生成 元 a 及 定义 关系 

а" 一 ] 

给 出 的 . 

2. 578, 有 理 数 加 法 群 刀 被 表示 成 一 些 无 限 循 环 群 的 递 
НРУ ЗЕ. 根据 这 个 结果 , ЕВ НА НЕ И 

а, 42, 03, 5-55 аль == 
及 定义 关系 
0 一 0 а =03, "у баду ч 

给 出 . 

3. р" 型 群 可 以 由 生成 元 

а, ба, ass 
及 定义 关系 
а1 =] аз: 一 0 有 一 1 2 

给 出 ， 

4. 三 次 对 称 群 S 由 生成 元 a,5 及 定义 关系 

a =1,6*=1, abab =1 

给 出 ， 事 实 上 , 元素 
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生成 整个 群 8s 并 且 满 足 关系 (9), 因此 (根据 Dyck 定理 ) 群 Ss 是 
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由 定义 关系 (9) 所 给 出 的 群 的 商 群 , — 6 由 对 生成 元 (9') 的 定 
义 关 系 (9)( 可 能 还 有 一 些 其 他 的 关系 ) 给 出 ， 为 一 方面 ， 由 关系 
(9) 得 出 等 式 ba=a5， 因 此 ， 在 由 关系 (9) 所 给 出 的 群 中 , 符号 a 
与 4 的 任意 天 的 乘积 都 可 以 利用 这 些 关 系 化 为 a% ПА, «=0, 
1,2, В=0, 1, 就 是 说 ， 其 有 定义 关系 (9) 的 群 所 包含 的 元 素 不 能 多 
于 六 个 , 因而 与 5% 重合. 

5. 在 $9 中 我 们 蕊 经 指出 ， 四 元 数 群 五 的 阶 是 8 并 且 是 由 两 
个 元 素 a,b 所 生成 的 , 这 两 个 元 素 由 关系 

а =1,5* =1, 4 一 0 аба = (10) 
联系 着。 用 同样 的 方法 可 以 确定 ， 由 关系 (10) 所 定义 的 群 不 超过 
八 个 元 素 . 由 此 (再 根据 Буск 定理 ) 推 出 , (10) 是 群 玫 的 一 组 定义 
关系 ， 我 们 要 注意 ， 在 (10) 的 四 个 关系 中 有 两 个 并 没有 像 我 们 以 
前 那样 来 号， 把 这 两 个 式 子 写成 标准 形式 ， 在 这 一 情形 下 ， 就 是 
写成 
020-2 一 1 № ава? =1, 

古 不 困难 的 ， 

关于 用 定义 关系 来 给 出 群 , 我 们 现在 还 要 作 一 些 补充 说 明 , 至 
ТЕКА АА, 介绍 读者 在 第 十 章 里 去 找 ， 我 们 知道 , 自由 群 
是 由 一 组 自由 生成 元 而 没有 任何 定义 关系 所 给 出 的 ， 反 过 来 ， 假 
如 在 茶 一 个 群 G 里 可 以 取出 一 个 生成 系 М, 而 这 一 组 生成 元 不 被 
ПАЛКА О, Жа 中 任意 元 素 只 能 唯一 地 写成 М 中 元 素 
的 字 的 形式 , КЖ, G 与 以 МАН НЕЖИН НН. ж 
名 话说 , 在 这 一 情形 下 , 群 G 是 一 个 自由 群 而 用 是 它 的 一 个 自由 生 


1) 形式 如 aa-! 二 1 这 种 < 自明 的 > 关系 不 满足 以 前 所 给 出 的 关系 的 定义 , НЕ 
不 算是 关系 . 
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为 使 一 个 具有 生成 元 as, ав, … 的 群 是 阿 贝尔 群 ， 只 要 对 于 其 
中 任意 一 对 生成 元 , 可 以 写 出 形式 如 

[а,, ав) =1 (11) 
Н ЭЕ ГДЕ АЛЕ ще ло а, 5 а, 的 换 位 元 ， 事 
实 上 ,容易 证 明 , 由 群 的 一 切 生 成 元 之 间 的 可 换 性 可 以 推出 生成 元 
的 任意 两 个 暴 积 的 可 换 性 .但 是 ,上 面 所 引入 的 例 2 和 例 3 表明 ， 
如 果 一 个 群 的 定义 关系 中 没有 (11) 那 种 形式 的 等 式 ， 它 也 可 能 是 
一 个 阿 贝尔 群 . 

任意 一 个 群 可 以 用 各 种 各 样 的 方法 由 生成 元 和 定义 关系 来 给 
Ш. 因此， 尽管 定义 关系 本 身 是 给 出 群 的 一 个 很 方便 的 《抽象 > 方 
法 , 也 就 是 一 般 地 给 出 所 考虑 的 群 和 一 切 与 它 同 构 的 群 的 方法 , 但 
是 ， 在 绝 大 多 数 情况 下 ， 用 定义 关系 给 出 群 很 少 说 明 间 题 ， 比 方 
说 ,如果 用 一 组 生成 元 和 一 组 定义 关系 来 给 出 一 个 群 , 那 末 常常 不 
能 确定 , 这 个 符 是 有 限 的 还 是 无 限 的 , 它 是 交换 的 还 是 非 交 换 的 等 
等 问题 。 不 仅 如 此 ， 一 个 群 可 以 只 由 单位 元 这 一 个 元 素 组 成 一 一 
当 这 群 的 定义 关系 左 疹 在 所 对 应 的 自由 群 中 所 生成 的 正规 子 群 和 
整个 自由 群 重合 时 , 显然 就 有 这 种 情况 , 一 一 但 是 ， 一 般 来 讲 ， 这 一 
尽 不 能 由 兆 虚 定义 关系 来 确定 。 也 可 能 有 为 一 个 极端 情形 ， 我 们 
的 群 可 能 实际 上 均一 个 是 由 拜 ， 而 它 却 由 随意 一 组 生成 元 系 所 
给 出 . 

有 限 烙 弟弟 不 是 用 定义 关系 来 给 出 ， 而 是 利用 Cayley 表 来 
给 出 。 设 有 限 群 的 阶 古 n， 那 末 可 以 把 它 的 元 素 从 单位 元 开始 
加 以 编号 : 

1, а, аз а. (12) 
然后 作 一 个 % 行 % 列 的 正方 形 表 ， 用 符号 (12) 从 上 向 下 记 出 它 的 
行 , ЛЕНИНУ], ПЕ Н а; 记 出 的 行 与 用 а; 记 出 的 列 的 
交点 位 置 上 放置 等 于 乘积 ao; 的 元 素 ， 比 方 说 ， 如 果 我 们 选取 三 
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次 对 称 群 ， 即 具有 生成 元 a 和 8 以 及 定义 关系 4 二 1, =1, ааб 
=1 的 群 (参看 前 面 例 4), ЗЕН 51810: 

аз =а@, 03 =а°, =, as=ab, а =а*5, 
那 末 Cayley 表 就 是 


1 аз аз а, а; ds 
1 1 0 аз а. @ а 


45| 8, аз 1 а а а, 
аза 1 а, а а. Gs 
а as 6 а; 1 а а, 
ds| а- а а 0 1 а, 
Gal ав а; а, аз а, а 
作为 两 个 二 阶 循环 群 直 积 的 四 阶 非 循环 阿 贝 尔 群 ， 可 由 生成 
元 02 及 定义 关系 
a=1,b*=1,ab=ba 
给 出 , 这 个 群 也 可 以 用 以 下 的 Cayley 表 给 出 : 


1 а аз 8а, 
111 C2 аз а, 


一 般 ， 阿 贝尔 群 并 且 只 有 阿 贝 尔 群 才 具有 关于 主 对 角 线 对 称 
的 СауТеу 3. 


-= rr 


Ph 


ж-а 阿 贝 尔 群 
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§ 19。 阿 贝尔 群 的 秩 。 自由 阿 贝 尔 群 

阿 贝 尔 群 是 最 重要 的 几 类 群 之 一 ， 它 们 的 理论 已 经 研究 得 相 
当 好 ， 本 章 中 将 要 叙述 阿 贝 尔 群 理论 中 的 一 些 基 本 概念 和 事实 ， 
包括 具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 的 理论 ， 在 讨论 阿 贝 尔 群 理论 
中 几 个 比较 深入 分 支 的 以 下 两 章 中 ， 这 些 概念 和 事实 有 很 重要 的 
用 处 . 

在 这 一 章 里 ， 以 及 此 后 凡 属 叙述 专门 和 阿 贝尔 群 有 关 问 题 的 
地 方 ， 我 们 约定 采用 加 法 术语 来 代替 乘法 术语 ， 由 于 这 一 约定 而 
引起 的 术语 和 记号 上 的 主要 改变 ,在 $ 3 的 末尾 处 已 经 指出 过 . 这 
里 我 们 还 要 补充 指出 , 群 的 单位 子 群 现在 应 该 说 成 堆 子 群 , 这 个 子 
群 用 记号 O 来 表示 群 中 子 集 的 乘积 现在 应 该 说 成 它们 的 和 ， 并 
' 且 由 于 阿 贝尔 群 中 所 有 子 群 都 是 它 里 面 的 正规 子 群 ， 因 而 彼此 可 
氮 , 故 阿 贝 尔 群 中 两 个 任意 子 群 ,或 一 般 地 任何 有 限 多 个 住 意 子 群 
的 和 仍 是 这 个 群 里 的 子 群 (参看 8$8)， 最 后 ， 还 应 当 注 意 , 采用 加 
法 术语 时 ， 代 赫 阿 贝尔 群 的 直 积 (参看 § 17)， 我 们 将 说 它们 的 直 
和 。 直 和 这 个 概念 对 讨论 阿 贝尔 群 的 各 章 是 一 个 基本 概念 

根据 $ 3 中 所 引入 的 一 般 术 语 ， 如 果 一 个 阿 贝尔 群 中 所 有 元 
素 的 阶 都 是 有 限 的 , 那 末 它 就 称 为 一 个 周期 阿 贝 尔 群 ;如果 除去 零 
之 外 所 有 元 素 都 有 无 限 阶 , 那 末 这 个 群 就 称 为 无 担 阿 贝尔 群 ;如 果 
它 既 含有 限 阶 元 素 也 包含 无 限 阶 元 素 ， 那 末 它 就 称 为 混合 阿 贝 
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如 果 G Е ЧАВ КА РЕНН СЕ 
集合 ， 则 耳 显 然 是 群 G 的 一 个 子 群 ， 这 个 唯一 确定 的 子 群 称 为 群 


G 的 最 大 周期 子 群 ， 或 简称 为 群 G 的 周期 部 分 ， 商 群 守 是 一 个 无 


组 群 ， 因 此 ， 佳 何 一 个 混合 阿 贝 尔 群 都 是 一 个 周期 群 一 一 它 的 周 
期 部 分 一 一 借助 于 一 个 无 扭 阿 贝 尔 群 的 扩张 (参看 § 10). 

特别 ， 所 有 元 素 都 以 某 一 固定 素数 2 的 宪 为 阶 的 那 种 阿 贝 尔 
群 ,都 是 周期 阿 贝尔 群 ， 这 种 群 称 为 对 素数 2 的 准 素 阿 贝尔 群 . 

任何 一 个 周期 阿 册 尔 群 都 能 分 解 成 为 一 些 对 不 同 素数 的 准 素 
群 的 直 和 , 并且 这 种 分 解 是 唯一 的 . 

事实 上 ， 群 9 中 阶 为 素数 Pp 的 和 寡 的 那些 元 素 的 全 体 是 G 里 的 
一 个 子 群 , 这 个 子 群 我 们 记 作 С, РС 是 G 里 的 一 个 特征 子 群 ， 
其 至 还 是 一 个 全 特征 子 群 ， 对 不 同 2 的 所 有 子 群 G, 构 成 群 G 里 
的 一 个 直 和 , 因为 除 某 一 G, 外 所 有 其 余 这 种 子 群 的 和 中 ， 元 素 的 
тра ж, 因而 这 个 和 与 C, 的 交 只 包含 一 个 零 元 素 ， 在 另 一 
方面 ， 群 43 中 任何 一 个 元 素 都 包含 在 所 有 子 群 G, 的 和 之 内 , 因为 
Е $17 中 我 们 证 明了 任何 一 个 有 限 循 环 群 都 可 以 分 解 成 为 一 些 准 
素 循环 群 的 直 和 . 

现在 我 们 引入 阿 贝 尔 群 G 的 多 这 个 概念 . 

ВИЗЕ С 的 一 个 有 限 元 素 系 wb yz，…or 称 为 线性 相关 的 ， 
如 采 存 在 一 组 不 全 为 零 的 整数 wy az，… ax 使 等 式 

610, 9,05 Боро, =0 

成 立 ， 这 里 等 式 右 端的 零 当 然 是 群 G 的 零 元 素 ， 不 具有 这 一 性 质 
的 元 素 系 称 为 线性 无 关 的 ， 我们 约定 称 群 G 中 的 元 素 和 和 这 个 群 
НУ ЕЕ А Ми що, ХК ЕВ Е ow 
95-0, 包含 在 子 群 fw ,…, 4 内, 也 就 是 说 ， 如 果 存 在 这 样 一 
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组 整数 B1, Bp,，…, Ps 使 

ou 一 有 we 二 Bo В. 
显然 ,元 素 系 0,00, 06,0, 是 一 个 线性 相关 系 ， РТУТІ 0; 当 
中 至 少 有 一 个 元 素 和 这 个 元 素 系 中 其 余 元 素 线性 相关 ， 

线性 相关 的 下 述 几 个 性 质 是 很 明显 的 : 

任何 一 个 元 素 系 , 如 果 它 包含 一 个 有 限 阶 元 素 , 特别 如 果 它 包 
含 零 元 素 的 话 ， 一 定 是 一 个 线性 相关 系 ， 线 性 无 关系 的 任何 一 个 
子 系 也 是 线性 无 关 的 。 一 个 有 限 元 素 系 中 的 每 个 元 素 和 这 个 元 素 
系 线性 相关 ， 

ВЕС 中 的 两 个 元 素 系 信人 66, 0", 00 称 为 等 价 
的 , 如 果 第 一 个 元 素 系 中 的 每 个 元 素 都 和 第 二 个 元 素 系 线性 相关 ， 
第 二 个 元 素 系 中 的 每 个 元 素 都 和 第 一 个 元 素 系 线性 相关 ， 群 G 中 
的 任何 一 个 元 素 , 如 果 它 和 这 两 个 元 素 系 之 一 线性 相关 的 话 , 必定 
也 和 为 外 一 个 线性 相关 ， 事 实 上 , 如 果 在 «720 时 

олиси, и’, ++, и}, 
В.Е В; 04 =1, 2,..., =) 
ВР {0,, 0", 6,000) 
的 话 , 那 末 元 素 (c00 В, )и АДЕН (о, 0", о, в 
这 个 事实 可 以 看 出 , 元 素 系 的 等 价 关 系 是 传递 的 . 
符 换 定理 ， 设 已 知 群 @ 的 两 个 有 限 元 素 系 
WU WUE), (Г 
0,0", 6, 000, | (І) 
其 中 第 一 个 元 素 系 是 线性 无 关 的 ， 并 且 它 的 每 个 元 素 都 和 第 二 
元 率 系 线性 相关 ， 那 末 我 们 可 以 断定 1， 并 且 从 元 素 系 (IT) 中 
本 以 适当 地 云 撞 忆 个 元 素 ,使 余下 的 元 素 和 (]) 的 元 素 一 道 组 成 一 
个 和 元 率 系 (JI 等 价 的 元 素 系 ， 
证 明 , 当 %=0 时 这 个 定理 显然 是 正确 的 , 现在 假设 它 对 2 一 1 
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已 经 证 明 . 
Еж и, н", +. ww* р ХАКА, 
每 一 个 元 素 部 和 元 素 系 (1 了 ) 线 性 相关 ,因此 ,适当 地 变动 一 下 (1]) 
中 元 素 的 号 码 之 后 , 我 们 可 以 得 出 一 个 和 (1 了 1) 等 价 的 元 素 系 . 
W's ЦОО VE) р (Пр 
л АСП) ВЕНЕ, 也 应 当 和 元 素 系 (111) 线 性 
相关 ， 这 就 古 说 ,存在 这 样 一 组 系数 a, В,, B,,…, В, 50, 使 
ац = В,ш + Ви + Вы лит Br ®t Во. 
从 这 里 就 可 以 知道 120, НАЖ В, ‘~, В, 当中 至 少 有 一 个 不 
等 于 零 , 不 然 的 话 , 元 素 uw 就 会 和 元 素 系 ,Ww '，,…, и 
关 了 .假设 pi 隆 0， 这 样 一 来 , 就 有 
太一 《一 用 全 十 十 (一 有 Da 二 cs 十 
+ Вы. С-В о, 
ХЕ, 元素 МЕЖ 
ш, В о (ТУ) 
线性 祖 关 ， 元 素 系 ( 上 1 和 (1 等 价 , 因而 元 素 系 (II 和 (1IV) 也 等 
价 ， 这 样 我 们 就 证 明了 定理 . 
由 替换 定理 可 以 看 出 ， 群 G 中 两 个 等 价 的 线性 无 关 元 素 系 必 
由 同样 数目 的 元 素 组 成 . 
线性 相关 这 个 概念 ， 可 用 下 面 的 方法 推广 到 无 限 元 素 系 的 情 
形 去 : ВДА А-КЕ ЖАИА н, т 
至 少 包含 一 个 线性 相关 的 有 限 子 系 ; 如 果 它 所 有 的 有 限 子 系 都 是 
线性 无 关 的 , 那 末 这 个 元 素 系 也 就 称 为 线性 无 关 的 ， 与 此 相当 , 我 
们 说 一 个 元 过 和 蘑 一 个 无 限 元 素 系 线性 相关 ， 如 果 它 在 上 面 所 讲 
的 意义 下 和 这 个 元 素 系 的 某 一 个 有 限 子 系 线性 相关 ， 因 为 群 G 中 
一 个 违 浇 的 线性 无 关 元 素 系 序列 的 并 集 还 是 一 个 线性 无 关 的 元 素 
ШЕИ ХЕ С, 如 果 它 不 是 周期 群 的 话 ， 必 定 有 一 个 极 大 的 
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АНА, ЛЕВИН ЛЕНТА - 
个 极 大 线性 无 关系 里 去 ， 如 果 群 4 是 周期 群 的 话 ， 那 末 它 职 不 可 
能 包含 任何 线性 无 关系 . 

如 果 群 G 具 有 有 限 的 极 大 线性 无 关系 的 话 ， 那 末 所 有 这 些 元 
素 系 都 彼此 等 价 , 因而 如 以 上 所 证 , 都 由 同样 数目 的 元 素 组 成 ， 这 
个 数目 称 为 群 G 的 秩 ， 而 群 G 则 称 为 有 限 秩 人 群 。 可 以 把 所 有 周期 
群 的 秩 看 作 等 于 零 ， 很 自然 地 把 它们 归 进 有 限 秩 群 里 去 ， 不 具有 
限 秩 的 群 ， 称 为 无 限 秩 群 ， 在 这 个 情形 ， 所 谓 群 的 秩 ， 是 指 这 个 


群 里 一 个 极 大 线性 无 关系 的 势 . 这 个 势 等 于 群 对 其 周期 部 分 的 商 
ЕН, 因而 也 是 一 个 不 变量 . 


有 限 秩 群 G 的 任何 一 个 子 群 丸 和 商 群 所 也 都 是 有 限 铁 群 ， 并 
且 这 两 个 群 的 秩 的 和 等 于 群 G 的 秩 . 

第 一 个 断 语 可 由 这 样 的 一 个 事实 得 出 ， 即 子 群 4 里 的 任何 一 
个 线性 无 关 元 素 系 同时 也 是 群 G 里 的 一 个 线性 无 关 元 素 系 . 

从 群 了 中 任意 取出 一 个 线性 无 关 元 素 (对 4 的 陪 集 ) 系 ， 并 从 
这 些 陪 集中 各 取出 一 个 代表 元 ， 我 们 就 可 以 得 出 群 G 里 的 一 个 线 
性 无 关 元 素 系 , 由 这 个 事实 即 可 得 出 第 二 个 断 语 


为 了 证 明 第 三 个 断 语 ， 我 们 从 子 群 4 中 取 一 个 极 大 线性 无 关 
ПЖ 


di аз, ***, Ск, 220, (1) 
从 商 群 守 中 取 一 个 极 大 线性 无 关 元 素 系 
о +А, 6, + А, pyD + А, 1220, (2) 
其 中 
bi, b,, 机 б, 
ЕЕ Е НА. ЗОЖ, Оа Нус 
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а1,@25 py ару Бу, Da (3) 
将 是 线性 无 关 的 ， 事 实 上 , 作 群 G 对 4 的 高 群 时 , 由 等 式 
в.а aas +: Боа, В... +В, =0 (4) 
可 得 出 等 式 
В,(,+4) +2,(0,+ А) т + 8,(06,+ А) =0. 
由 于 元 素 系 (2) 是 线性 无 关 的 , 从 这 里 可 得 出 
В, = В» = = В; =0. 
这 样 一 来 , 等 式 (4) 就 化 成 等 式 
218, 9441 *** 0а, 0, 
由 于 元 素 系 (1) 是 线性 无 关 的 , 从 这 里 可 得 出 
Qi 一 0 一 … 一 01 =0. 
余下 来 的 只 要 证 明 元 素 系 (3) 是 群 G 中 的 一 个 极 大 线性 无 关 
系 就 行 了 ， 如 果 9 是 群 4 中 一 个 任意 元 素 , 则 陪 集 9 十 4 将 和 元 素 
系 (2) 线 性 相关 
(9-4) =у,(6.-- А) + у. (6 А) + у А), 
ИЕ 
2g 一 0 十 ?101 十 ?2D2 十 十 ?2200 — 
其 中 a 是 子 群 4 中 的 一 个 元 素 ，% 天 0， 但 元 素 a 本 身 又 和 元 素 系 
(1) 线 性 相关 : 
Ва=од:а, | да» | 0,8, 
而 22-0, 
(&8)9 =0д,а, + да» + *** + да, + (Ву) + (68у) 0+ 
+* + (Ву, 
这 正好 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
由 上 面 所 证 明 的 定理 可 以 看 出 ， 混 合群 的 秩 等 于 这 个 群 对 它 
的 周期 部 分 的 商 群 的 秩 ; 还 可 以 看 出 ,有 限 多 个 有 限 秩 群 的 直 和 还 
是 一 个 有 限 秩 群 , 它 的 秩 等 于 各 个 被 加 群 的 秩 的 和 。 
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现在 我 们 研究 一 种 特殊 的 阿 贝 尔 群 ， 这 种 群 在 阿 贝 尔 群 的 整 
个 理论 中 起 者 非常 重要 的 作用 , 

有 限 多 个 或 无 限 多 个 无 限 循环 群 的 下 和 称 为 一 个 自由 阿 贝 尔 
+. ИЖ 


0 = >; {и,} 


是 将 目 由 阿 贝 尔 群 忌 分 解 成 无 限 多 个 循环 群 的 直 和 分 解 ， 则 这 些 
直 被 加 群 的 生成 元 и, ПЖ 〈 从 每 个 被 加 群 中 各 取 一 个 生成 元 ) 
称 为 群 U 的 一 个 基因 此 , 群 吕 中 的 任何 一 个 元 素 , 都 能 写成 基 中 
有 限 多 个 元 素 以 整数 为 系数 的 和 . 

一 般 说 来 ， 一 个 自由 阿 贝 尔 群 UU 可 以 用 许多 种 不 同 的 方式 分 
解 成 无 限 循 环 群 的 下 和 , 因而 具有 许多 个 不 同 的 基 . Е, 
U 的 一 个 基 中 有 元 素 ш, u2，…， 那 末 可 以 把 换 成 元 素 а Бат, 
(а 是 一 个 任意 整数 )， 而 把 这 个 基 变 成 另外 一 个 基 .， 群 芯 的 基 的 
这 桩 一 种 变换 , 在 下 面 一 节 里 我 们 将 要 用 到 , 而 不 再 作 补 充 说 明 。 

目 由 闲 员 尔 群 是 无 扭 群 ， 它 的 任何 一 个 基 都 是 它 里 面 的 极 大 
线性 无 关系 ， 根 据 前 面 所 得 出 的 结果 , 从 这 里 可 以 看 出 , 如 果 自 由 
阿 员 尔 群 U 有 有 限 秩 % 的 话 , 那 末 它 所 有 的 基 都 由 名 个 元 素 组 成 ， 
也 束 是 说 ， 任 何 一 个 将 群 上 分 解 成 无 限 循 环 群 的 直 和 分 解 都 由 
个 被 加 群 组 成 . 如 果 群 忌 的 秩 是 无 限 的 , 则 它 的 任何 一 个 基 的 势 等 
于 整个 群 的 努 . 
可 注意 的 是 ， 自 由 阿 贝尔 群 中 远 不 是 所 有 的 极 大 线性 无 关系 
都 能 作 它 的 基 ， 例 如 秩 为 1 的 自由 阿 贝 尔 群 , 即 无限 循 环 群 {w} 只 
有 两 个 基 一 一 元 泰和 或 元 素 一 % ,而 这 个 群 里 的 任何 一 个 元 素 ， 只 
要 不 等 于 零 , 都 是 它 里 面 的 极 大 线性 无 关系 . 

自由 阿 贝尔 群 在 阿 贝尔 群 理论 中 起 着 自由 群 在 整个 群 论 中 所 
ЭЮЯ. ВИ: 
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性 何 一 个 阿 贝 汞 群 G 都 和 一 个 自由 阿 贝 尔 群 的 商 群 同 构 ， 并 
且 具 名 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 和 秩 为 的 自由 阿 贝 尔 群 的 商 群 
Е] №. 

为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 从 群 G 中 选 出 一 个 生成 系 М = (а.), 
其 中 跑 遍 某 一 足 标 的 集合 ,， 并 作 一 个 自由 阿 贝 尔 群 U0, 它 的 基 由 
ЭВА М уе а. 相互 单 值 对 应 的 元 素 如 组 成 . 

09 

К.и, Ки, To kno эа, + Ка, | ***- Вах, 
ШЕТ ПЕС БА. 因此, 根据 同 态 定理 ($ 10), 
群 G 和 群 乙 对 子 群 了 的 商 群 同 构 ， 而 子 群 耻 则 由 群 乙 ТАЛЧА 
Ир: ИЕ Н В: 


UU 
“ту. 


自由 阿 贝 尔 群 的 任何 一 个 非 老子 群 也 是 自由 阿 贝 尔 群 ) 

БУ НМ ДАК О 的 一 个 子 群 ， 假 设 群 Z 的 基 已 经 良 
序 化 : 

в, G2 es ds ,OT 
Z 中 任何 一 个 元 素 z,z 天 0， 可 唯一 地 写成 下 面 的 形式 
2 = Ка, 1 Еа, + а, 

其 中 ai<as<…<a 所 有 Е, 都 不 等 于 零 ， 我们 约定 将 а, 称 为 元 
素 2 的 末 项 足 标 ，j 称 为 它 的 末 项 系数 . 试 考虑 六 中 具 下 述 性 质 
的 一 些 元 素 ， 它 们 的 来 项 足 标 是 下 中 所 有 元 素 的 末 项 足 标 中 最 小 
的 ， 并 从 这 些 元 素 中 选 出 一 个 元 素 5,， 使 其 具有 最 小 的 正 末 项 系 
数 ， 很 容易 看 出 ,下 中 的 任何 一 个 元 素 », 如 果 它 的 末 项 足 标 和 5 
的 末 项 足 标 相同 的 话 , 一 定 包含 在 循环 子 群 {81} 内 ， 事 实 上 , 我 们 


р 这 个 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 即 关于 有 限 绪 阿 贝尔 玫 的 情形 ， 在 下 一 节 中 另 有 
一 个 证 明 . 
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可 以 把 5, 的 来 项 系数 写作 把 2 的 末 项 系数 写作 1， 如 果 /= 
= 十 7， 0 入 r<4， 则 下 中 的 元 素 v2 一 951( 如 果 它 不 等 于 零 的 话 ) 
或 者 和 5, 有 相同 末 项 足 标 ( 当 7 二 0 时 ), 但 末 项 系数 比 5, 的 末 项 
系数 小 , 或 者 ( 当 7=0 时 ) 有 较 小 的 末 项 足 标 ， 可 是 在 两 种 情形 下 
我 们 都 得 出 和 元 素 5, 的 选择 相 了 矛盾 的 结论 , 故 о =. 

现在 假设 对 小 于 ?的 所 有 pb, 在 子 群 了 里 都 选 出 了 元 素 2o 并 
且 这 些 元 素 线性 无 关 ， 也 就 是 说 , 由 这 些 元 素 所 生成 的 子 群 V' 是 
循环 群 {5s} 的 直 和 ; 而 下 中 的 任何 一 个 元 素 , 如果 它 的 末 项 足 标 不 
ЕЖЕ, 的 来 项 足 标 的 话 , 都 包含 在 内， 从 属于 了 而 不 属 
У’ 的 元 素 当 中 ， 我 们 选 出 来 项 是 标 最 小 的 那些 元 素 , 并 从 这 些 
元 素 当中 选 出 一 个 元 素 5,, 使 具有 最 小 的 正 末 项 系数 ， 元 素 5, 的 
任何 一 个 倍 元 和 5, 有 相同 的 末 项 足 标 , 故 VY' 站 {5,} =0, 由 此 即 有 

{V', 6,} ЕР’ {6,}. | 

， 其 次 ,如 果 下 中 的 元 素 。 和 5, 有 相同 的 末 项 足 标 ， 且 元 素 5, 和。 
的 末 项 系数 分 别 是 £, 和 , 则 (根据 元 素 5, 的 定义 )E 应 被 5 整除 ， 
КЕ. МИ, РЕ сБ, 的 末 项 足 标 比 元 素 5, 的 未 项 是 标 小 ， 
因而 c 一 £5,EV', 而 cEF + {6}. 这 种 选择 元 素 5 的 过 程 ,可 以 一 
直 继 续 下 去 , 直到 子 群 了 的 全 部 元 素 都 用 光 为 止 ， 因 此 , 子 群 了 是 
一 个 自由 阿 贝尔 群 , 以 6,6,6, 为 基 ， 其 中 有 小 于 某 一 co。 

最 后 , 我 们 证 明 下 面 的 定理 . 

如 采 阿 贝 水 群 G 对 子 群 BB 的 商 群 是 一 个 自由 阿 贝 尔 群 ， 则 B 
是 G 的 一 个 直 被 加 子 群 . 

事实 上 , 设 


С 
В — 之 {а.} 


是 将 群 所 分 解 成 无 限 循环 群 的 一 个 直 和 分 解 。 从 每 一 个 陪 集 吉 里 
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选 出 一 个 代表 元 а, 所 有 元 素 a 所 生成 的 群 G 里 的 子 群 4 Е 
环 群 {as} 的 直 和 , 并 且 АПВ=0. 同时, 群 G 对 子 群 互 的 任何 一 个 
陪 集 都 包含 4 里 的 一 个 元 素 ,因此 
—{В, A} =В-А. 

可 注意 的 是 ， 使 阿 贝 尔 群 G 的 商 群 为 自由 阿 贝 尔 群 的 那些 子 
群 当中 , 可 能 没有 最 小 的 , 因此 群 G 不 一 定 能 够 分 解 成 为 一 个 自由 
群 和 一 个 没有 自由 商 群 的 群 的 直 和 , 可 数 多 个 无 限 循环 群 的 全 直 

和 (参看 § 17) 就 是 这 类 群 的 一 个 例子 . 


3 20， 其 有限 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 


其 有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 , 是 已 作 了 彻底 研究 的 一 类群 . 
这 种 群 的 意义 在 于 他 们 在 各 种 应 用 中 有 着 非常 重要 的 作用 ， 例 如 
在 组 合 拓 扑 学 中 具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 就 是 一 个 主要 
Т.А. Е 

РАН — 2 ВИС, 22909, Ни ЛЕ УСНО ДИКЕ п 
秩 目 由 阿 贝 尔 群 的 一 个 商 群 . 在 这 一 节 里 , 我 们 用 07, 来 表示 这 个 
目 由 阿 贝 尔 群 。 其 次 ， 我 们 还 知道 , 群 0 的 任何 一 个 子 群 也 是 自 
由 网 贝尔 群 , 它 的 秩 当 然 不 大 于 x. 现在 我 们 不 利用 最 后 所 讲 的 这 
个 结果 , 而 证 明 下 面 这 个 关于 群 Z, 的 子 群 的 更 一 般 的 定理 ， 具 有 
耻 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 的 整个 理论 ， 实 质 上 都 是 建立 在 这 个 定 
理 的 基础 之 上 的 

群 Lu 的 任何 一 个 异 于 O 的 子 群 亚 也 是 一 个 自由 群 ， 它 的 秩 玉 
不 大 丁 人 并且 还 可 以 选择 群 Ла, п, 5,0,4 У 6 
个 基 01,05,0606, 使 | 

я =е щи, 1-1,2, 6.6, , 

其 中 217 65у ***; ер ЖАЕЖЖА, Ва 能 被 es Ж, $ =1, 2， 
‚1. 


ee ete pt cote Rt RPE a * Hh .aire ate a a ite th ! 
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证 明 ， 从 循环 群 的 子 群 定理 (§ 6) 直接 可 以 看 出 这 个 定理 对 
% 二 1 正确， 假设 这 个 定理 对 V0,-; 已 经 证 明 。 ЛЕНИ, 里 给 
出 了 一 个 异 于 0 的 子 群 Y， 则 任意 选 定 群 0 的 一 个 基 之 后 , 总 可 
以 找到 一 个 正 整数 和 这 个 基 相 对 应 ; 这 就 是 作为 系数 出 现 于 组 成 
的 那些 线性 形式 《对 这 个 选 定 的 基 ) 中 的 最 小 正 整 数 ， 妆 群 0， 
的 基 改 变 了 时 ， 这 个 最 小 正 系 数 一 般 也 是 会 跟着 改 变 的 .现在 我 们 
Ф О, 的 一 个 基 , 使 这 系数 取 值 最 小 ， 设 这 个 基 是 

И». (1) 
设 е, (е >1) ЖАНРЕ ЖЖ, 并 设 
0 一 22 十 Goto * Ри 

ЕЗУ Е е, 作为 其 表达 式 中 的 一 个 系数 的 元 素 之 一 。9 

用 el 去除 系数 &2,%s,…, 得 

0 一 210i 十 9 От; <ез $=2, 3 Re 
Нл и 换 成 元 素 
2, =, 1 9205 nn 
而 作 基 (1) 的 一 个 变换 ， 对 新 的 基 
Цу Чоу +" Ц 
76 v1 可 写成 下 面 的 形式 
ет 7:926 ТТЦ, 
因为 所 有 ть =2, 6, п, 都 是 小 于 е, 的 非 负 整数 , 故 根据 =, 的 选 
择 可 知 
ПЕЕ ЕЕ 
也 就 是 说 
9 =21. 


我 们 把 子 群 У 中 对 新 基 表 成 线性 形式 时 如 的 系数 为 零 的 元 


1) 假定 ei 是 的 系数 是 可 以 的 ,因为 我 们 其 不 把 Ur 的 基 看 作 已 排 定 次 序 。 
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素 集 合 在 一 起 ， 这 些 元 素 组 成 了 了 的 一 个 子 群 了 ， 这 个 子 群 和 元 素 
v1 所 生成 的 循环 子 群 的 交 等 于 O， 北 证 明子 群 人 和 了 的 和 等 于 
т. ы 

о = В, + В,и + +В, 
是 子 群 六 中 任意 一 个 元 素 ， 如 果 В, =е,4 т, 0<т<е, ШУ "у 
元 素 
9’ =0—00, =ти + Вьи» + Ви, 
以 一 个 较 е, 为 小 的 非 负 整数 7 为 五 的 系数 ; 由 此 根据 г, 的 定义 
可 类 7 二 0。 因 此 元 素 » 包含 在 子 群 VV И, 而 元 素 
0 一 001 十 人 
包含 在 子 群 1 与 了 的 和 内 . 
由 此 可 知 , ЯН У" =0, ИТУ = {01}, 这 样 我 们 的 定理 就 被 证 明 
Т. 如果 了 不 等 于 О, 我 们 就 得 出 子 群 了 的 一 个 直 分 解 
V={v}+V. 
ТУ 包含 在 子 群 V' 二 {wz,…, Us} 内， 而 后 者 是 一 个 nn 一 1 秩 的 
目 由 两 贝尔 群 ， 因 此 根据 归纳 假定 了 是 一 个 自由 阿 贝尔 群 ， 其 
次 ， 还 存在 UV" 的 这 样 一 个 基 и, 06, п, 和 下 的 一 个 基 v2，…*, ob 
对 于 它们 光一 1 委 2 一 1 Ноев, 其 中 ei; 二 0, ес 可 被 ei 整除 ， 
$ 一 2 3，…) Е. 
我 们 已 经 焉 明了 子 群 了 是 一 个 天 秩 自 由 群 & 和 2， 要 证 明和 群 
的 基 
#1, о, ***, Us, (2) 
ЛИЕ У УЕ 
01,09, «+, 01 (3) 


满足 定理 中 的 全 部 要 求 , 我 们 只 要 证 明 г, 能 被 s; 整除 就 行 了 . 设 


1) 自由 群 的 一 个 真子 群 的 秩 可 能 和 这 个 群 本 身 的 秩 相等 
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2: = 2140 + то, 0<т0<е,, 170 и! 换 成 元 素 
#1 =, — 008 
而 作 群 7。 的 基 (2) 的 变换 。 对 这 个 新 的 基 , ГРЕЯ v2 一 0 可 
写成 下 面 的 形式 
08—01 (—е,) 8, той» 

由 此 再 根据 =, 的 定义 可 知 70==0. 

ХВЕ, 0, 的 子 群 定理 就 被 完全 证 明了 .直接 运 用 这 个 定理 
可 证 明 下 面 的 基本 和 定理. 

任何 一 个 具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 可 分 解 成 息 环 群 的 直 
和 )， 

证 明 ， 设 已 知 一 个 只 有限 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 G， 我 们 知 
道 ， 和 群 G 和 一 个 自由 群 0; 对 它 的 一 个 子 群 VY 的 次 群 同 构 ， 根 据 
上 面 所 证 明 的 定理 我 们 可 以 选取 UV 的 一 个 基 zy xz ее, 和 了 的 
一 个 基 0,1, 01， ШЕ 11,2, 66, Е 6,0 е, Ж е,2>0, 
esti 可 被 е, 整除 ， 由 于 基 的 这 样 一 种 选择 法 , 群 0， 中 的 元 素 

ц 一 QI201 十 Qatae 十 十 QU (4) 
包含 在 子 群 广内 , 当 且 仅 当 系数 а, @=1,2,..-, К) Е e; 整除 ,而 
系数 di (7 = 二 十 1,…, nn) 等 于 零 ， 事 实 上 ， 如 果 包 的 系数 满足 这 两 
个 条 件 , 则 可 通过 基 wy о оо, 写 出 ; 反之 ,如 果 
и= В.о, | 80,4... 4 Во, 

的 话 , З АЕ о 换 成 esas 并 和 (4) 进 行 比较 就 行 了 , 因为 
О, 里 的 任何 一 个 元 素 都 是 可 以 通过 这 个 群 的 基 唯 一 地 写 出 的 ， 


商洛 也 中 的 元 素 У 在 i<h 时 以 е, 为 阶 ; 而 在 i> 时 则 有 无 
限 阶 ， 所 有 这 些 元 素 的 循环 群 的 和 等 于 整个 商 群 ; 并 且 和 根据 上 面 


D 如果 这 个 阿 贝尔 群 是 一 个 循环 群 的 话 , 这 个 直 分 解 当然 也 只 能 由 一 个 直 被 加 
а, 


证 ' 
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所 作 的 按 语 ， 这 个 和 其 至 还 是 一 个 直 和 


让 中 的 任何 一 个 元 素 


可 以 唯一 地 写成 循环 和 群 {w; У) 中 的 元 素 的 和 ， 当 然 ， 如 果 整 数 
81, E629"* ЦП: ДЕР 1 的话 ， 那 末 相应 的 直 被 加 群 {wi 十 V}， 


fo 十 让 ，… 应 该 噜 除 掉 ， 因 为 群 G 和 商 群 史 同 构 ， 故 我 们 不 仅 对 
记 , 而 且 也 对 G 证 明了 这 定理 ， 


竺 市 ,从 这 个 定理 可 以 看 出 , 任何 一 个 具有 限 多 个 生成 元 的 非 
篇 环 阿 贝尔 群 都 是 可 分 解 的 ， 人 了 从 § 17 中 我 们 知道 , 无 限 循 环 群 以 
及 任何 一 个 淮 未 人 循环 群 一 一 即 9” 阶 循环 群 ，p 是 素数 一 一 都 是 
不 可 分 解 的 ; 画 一 方面 , 一 个 非 准 素 有 限 循 环 群 可 分 解 成 为 一 些 准 
素 倡 环 群 的 直 和 .利用 最 后 这 个 结果 ， 可 以 将 基本 定理 的 表述 改 
进 如 下 : 

任何 一 个 县 有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 可 分 解 成 有 限 多 个 不 
可 分 解 的 衢 环 子 群 的 直 和 ,这 些 循 环 群 中 一 部 分 是 有 限 准 素 群 ,一 
部 分 是 无 限 循 环 群 . 

ААА С 被 分 解 成 不 可 分 解 子 群 的 直 和 时 ， 直 被 加 循环 群 中 的 
生成 元 (每 一 被 加 群 中 取 一 个 生成 元 ) 组 成 G 的 一 个 基 ， 在 自由 群 
的 情形 , 这 个 概念 和 前 节 中 所 定义 的 基 的 概念 相 吻合 

ЖР], 从 上 面 所 证 的 基本 定理 可 以 看 出 , 任何 一 个 有 限 阿 贝尔 
群 可 分 解 成 一 些 有 限 衢 环 群 的 直 和 ， 这 些 有 限 往 环 群 其 至 还 可 以 
认为 厂 准 素 的 ， 阿 贝尔 群 理论 的 创立 正 是 从 这 个 定理 开始 ”这 个 
定理 Gauss 早 就 已 经 部 分 地 知道 了 ， 第 一 个 完全 的 证 明 是 劳 必 
Frobenius 和 Stickelberger [1] 给 出 的 ， 后 来 这 个 定理 曾经 多 次 
做 反复 证 明 过 ;对 县 有 限 多 个 生成 元 的 无 限 阿 贝 尔 群 的 情形 , 基本 
定 加 节 有 好几 个 证 法 , Же 28.2. ] 

这 样 , 如 果 我 们 取 一 切 可 能 的 循环 群 (无 限 循环 群 或 有 限 准 素 
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循环 群 ) 的 有 限 系 作 直 和 , 我 们 就 可 以 得 出 所 有 具有 限 多 个 生成 元 
的 阿 贝尔 群 。 这 样 得 出 的 所 有 阿 贝 尔 群 是 否 互 不 相同 呢 ? 下面 的 
定理 对 这 个 问题 给 出 了 一 个 肯定 的 回答 

当 一 个 具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 被 分 解 成 不 可 分 解 的 子 
群 的 直 和 时 ， 这 个 分 解 陈 中 被 加 无 限 循 环 群 的 数目 和 被 加 准 素 币 
环 群 的 阶 的 全 体 和 分 解 的 方式 无 关 ， 也 就 是 说 ， 与 它 的 基 的 选择 
ХЖ. 

换 人 向 话 说 ， 将 群 G 表 为 不 可 分 解 的 衢 环 群 的 直 和 的 任意 两 个 

分 解 彼此 同 构 . 

这 个 定理 的 证 明 , 我 们 将 结合 着 群 G 的 子 群 定理 (以 下 就 要 讲 
到 ) 的 证 明 一 道 给 出 ， 现 在 先 证 明 下 面 一 个 断 语 : 

具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 G 的 任何 一 个 子 群 是 也 是 具有 
限 生 成 系 的 . 

事实 上 ， 群 G 是 一 个 自由 阿 贝尔 群 苹 对 其 子 群 了 的 商 群 ， 子 
群 且 对 应 于 群 U 中 一 个 包含 的 子 群 VU', 并且 
И 
7 
但 如 前 面 所 证 , 子 群 Z 有 一 个 有 限 生成 系 , 故 子 群 瑟 也 有 一 个 有 
限 生成 系 . 

具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 G 的 子 群 定理 如 下 : 

设 某 一 个 将 群 @G 分 成 不 可 分 解 御 环 群 的 直 和 分 解 中 有 7? 个 被 
да №, ЖЖ Ж Я, т>0; 其 次 ， 设 属于 固定 素数 及 的 被 加 准 素 御 环 群 
ШЖЕЖ Е, А ,220, 101 20 ж до в 

Pp ?1, р, + р'ь, 


Н = 


其 中 | 
“24а. 2 


5-5%, ИЕН ТЕНКА УИА А 


ee pe ! 
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任意 直 分 解 ， 其 中 包含 8 个 被 加 无 限 循 环 群 ， 而 对 每 个 素数 p， 包 
舍 Li 个 属于 DD 的 被 加 准 素 群 ,并 设 这 些 准 率 群 的 阶 是 


D21, р???, ..., т?рі», 


其 中 
有 PDB (5) 
那 末 在 这 样 的 情形 下 我 们 将 有 
$<г, (6) 
№ Я #^ ЕЁ Ж р, 
1,0, (7) 
Ва, $=1,2, 7 (8) 


这 个 定理 将 和 群 G 的 直 分 解 的 同 构 定 理 一 道 证 明 ， 

首先 , 很 容易 看 出 , 出 现 于 群 G 的 一 个 任意 选 定 的 基 中 的 无 限 
阶 元 素 构 成 G 的 一 个 极 大 线性 无 关系 ， 因 此 这 些 元 素 的 数目 等 于 
这 个 群 的 秩 , 也 就 是 说 , 和 基 的 选择 无 关 ， 从 这 里 也 可 以 得 出 子 群 
定理 中 的 断 语 (6), 因为 子 群 且 的 秩 是 不 会 超过 群 G 的 秩 的 . 

其 次 ,我们 知道 , 群 G 的 周期 部 分 А 可 分 解 成 对 不 同 素数 的 准 
素 群 的 百 和 ， 


А= 224, 
了 


РАЕН 的 周期 部 分 则 可 分 解 为 它 和 子 群 4, В В, = НПА, № 
丰 和 .同时 , 还 很 容易 验证 ， 子 群 4, 由 群 G 的 任意 一 个 基 中 阶 为 
素数 了 的 群 的 那些 元 素 生 成 这 样 一 来 ， 两 个 定理 的 证 明 都 归结 
于 有 限 准 素 群 4, 及 其 子 群 B, 的 情形 . | 
我 们 先 给 出 关于 子 群 定理 的 证 明 ， 由 群 4, 中 p 阶 元 素 所 构 
成 的 子 群 是 如 个 2 阶 循环 群 的 直 和 , 就 是 说 , 它 的 阶 等 于 p*r?， 群 
В.У РАЧИ р. НДН 1 和 5、 现在 设 
有 和 al ..., В,, 1-15 ря 3-1 但 6,529; (9) 


И сарана сч 7 НАН py Бар pF i pH Аар АСЕ ыса 1и Яа г НО 
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ДЕ 4, 中 可 被 数 pi 在 这 个 群 内 整除 的 元 素 , 也 就 是 使 方程 
ріл = С 
Ф А, 内 有 解 的 元 素 с 的 全 体 C, 是 群 А, Нл. 10 а, 
02，… а ЕЖА, 的 已 给 基 , 且 元 素 ai НЙТ дер"? ($=1,2, 6.6, 上 上,)， 
那 末 不 难 验 证 , 子 群 C 将 是 由 元 素 
用 7301 PD rigs ..., рід; 

所 生成 的 循环 群 的 下 和 ， 人 也 就 是 说 , C 有 一 个 由 7 一 1 个 元 素 所 组 
成 的 基 . 男 一 方面 ,由 于 (9) 和 (5), 子 群 B, НАЕ ро? 在 五, ру 
除 的 元 素 所 组 成 的 子 群 C ,有 一 个 含 不 少 于 了 个 元 素 的 基 . (А С" 
х С 里 的 子 群 ,而 我 们 已 经 证 明了 (7)， 即 证 明了 有 限 准 素 群 的 子 
和 群 的 基 中 元 素 的 个 数 不 能 大 于 整个 群 的 基 中 元 素 的 个 数 ， 这 就 是 
一 个 不 盾 . 所 得 出 的 这 个 矛盾 就 结束 了 子 群 定理 的 证 明 ， 

ВЕ А, 的 直 分 解 的 同 构 定 理 可 由 子 群 定理 直接 引出 : 我 们 可 以 
命 3 一 4,， 并 注意 对 群 4, 的 这 两 个 基 ， 除 不 等 式 (7) 和 (8) 之 外 ， 
由 于 对 称 性 之 故 , 反 向 的 不 等 式 也 成 立 ， 即 有 

L,=k,, 
Pi 一 ai 1=1,2,..,1,. 

共有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 的 任意 一 个 直 分 解 中 ， 被 加 无 
限 人 循环 群 的 个 数 一 一 群 的 秩 一 一 和 被 加 准 素 循 环 群 的 阶 ， 称 为 这 
个 群 的 不 变量 ， 这 组 不 变量 甚至 还 是 一 组 全 不 变量 ， 因 为 任意 两 
个 群 ,如 果 它 们 的 这 两 类 不 变量 相同 的 话 , 必定 同 构 ， 利 用 这 些 数 
的 不 变性 ， 读 者 不 难 证 明 ， 证 明基 本 定理 时 所 得 出 的 那 种 直 分 解 
里 ， 作 为 被 加 循环 群 的 阶 的 那 一 组 一 个 相继 整除 另外 一 个 的 整 
数 е, ez …， es 也 是 不 变 的 , 也 就 是 说 ， 这 组 数 和 和 群 的 直 分 解 的 选 
择 无 关 ， 这 些 数 有 了 时 称 为 群 G 的 扭 系数 ; 为 简便 起 见 , 被 加 准 素 循 
НИ ИЕ ХЗ. 

在 子 群 定理 里 我 们 对 具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 的 子 群 的 
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不 变量 作出 了 一 个 描述 ， 这 当然 还 不 能 回答 就 这 一 类 子 群 所 能 提 
出 的 全 部 问题 ， 例 如 有 许多 数学 家 就 曾 研 究 过 有 限 阿 贝尔 群 所 有 
于 群 的 数目 ， 或 某 种 特殊 类 型 的 子 群 的 数目 的 问题 .在 这 方面 有 
下 面 一 个 问题 : 如 果 用 一 组 不 变量 给 定 了 一 个 有 限 准 素 群 ,并 选 定 
了 这 个 群 的 一 个 基 , 能 不 能 给 它 的 每 个 子 群 以 某 种 "标准 " 基 , 而 把 
它们 全 部 列举 出 来 ? 子 群 的 标准 基 在 整个 群 的 基 的 选 定之 后 应 该 
是 唯一 地 确定 的 , 并 且 在 某 种 意义 上 是 最 好 的 ， 在 Birkhoff 的 工 
作 [3J 里 ,给 出 了 这 个 问题 的 解答 . 
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对 于 阿 员 尔 群 4 的 自 同 态 , 除 我 们 在 8$12 中 所 知道 的 乘法 之 
УР, 还 可 以 ?1 人 加 法 ， 具体 说 , НАЖА В, ВЖЕ 
中 的 任意 元 素 а ВЕСЕ а 十 az 的 映射 : | 
| аб 4-р) =ахХ - ап. 
这 个 映射 也 是 群 G 的 自 同 态 , 因为 
(а-5) (+ =(atb)X+ ath) n= (ахь) + 
++ (а +0) =а( +) +Ь(Х +20). 
目 同 态 的 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 . 零 自 辐 态 起 着 零 的 作 
用 ， 如 果 X 是 群 G 的 一 个 自 间 态 ， 则 将 这 个 群 中 的 每 个 元 素 а ВА 
成 元 素 一 44X 的 上 映射 一 XX. 
а(—х) = ах 
也 是 一 个 自 同 态 . 
(a+b)(—X)=—(ath) X=— (axtbX) = 
二 gag( 一 多 ) 十 b( 一 多 )， 
1) ”这 里 我 们 要 用 到 群 G 中 运算 的 交换 性 ， 在 GQ 为 非 阿 贝尔 群 的 情形 , 自 同 态 X 


种 的 和 仍 是 外 同 态 多 充分 达 要 条 性 ,是 子 骆 07 和 G9 一 一 群 6 在 这 两 个 映射 下 的 
象 一 一 按 元 素 可 换 ,在 这 样 的 情形 , X 和 了 称 为 可 加 的 . 


i 


$ 21， 阿 贝尔 群 的 自 同 态 环 161 
且 自 同 态 X* 和 一 % 的 和 等 于 零 自 同 态 这样 一 来 ， 自 同 态 的 减法 
也 可 以 实施 ; 
Я—п=Я-(-—п). 
阿 贝 尔 群 的 自 同 态 的 和 与 积 由 分 配 律 联结 起 来 : 
(+ Хз) 17 Хт, (1) 


ПСА. 2) 一 1 和 十 Ma (2) 
а (Xi А) п] = [а(х +) n= а) 


= (ай) + (а) п=абХ т) -аСХәр) = 
=а4(Х,7+ ХА), 
这 就 证 明了 等 式 (1)， 也 可 以 同样 简单 地 证 明 等 式 (2). 
以 上 所 痪 的 一 切 ， 和 12 中 所 得 到 的 关于 自 同 术 的 乘法 的 结 
Ж и ЖЕН ТГ РИ: 
贝尔 群 全 部 自 同 态 的 集合 ， 对 自 同 态 的 加 法 和 来 法 构成 一 
人 
非 交换 群 的 自 同 态 不 能 构成 一 个 环 ， 因 为 不 能 不 受 限 制 地 进 
行 加 法 和 减法 ， 讨论 非 交 换 群 的 自 同 态 的 性 质 的 ， 有 Fitting 的 
工作 [1, 4], 
现在 让 我 们 来 看 几 个 例子 ， 先 求 出 无 限 循 环 群 的 自 同志 环 ， 
议 a 古 这 个 群 的 生成 元 自 同 态 XX 将 元 素 4 映 成 一 个 元 素 
па(п20), ЖН. о 一 经 给 定之 后 , НЫ ХВ. ВЕ — 
来 ， 在 无 限 循环 群 的 自 同 态 和 整数 之 间 就 建立 了 一 个 相互 单 值 的 
对 应 ， 如 果 
аХ=па ап=фа, 
ИЦ 
062) = (па) = (аа, 
а(Х-+1) =па-- Ка = (п + в) в. 
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这 样 我 们 就 得 到 : 无 限 御 环 群 的 自 同 态 环 和 整数 环 @O а. 
祥 的 方法 可 以 证 明 ，? 阶 有 限 短 环 群 的 自 同 态 环 和 环 0 对 模 % 的 
剩余 环 0 аж. 

现在 我 们 来 求 有 理 数 加 法 群 五 的 自 同 态 环 ， 这 个 群 的 任何 一 


个 自 同 态 X 由 数 1 的 象 所 完全 决定 : 如 果 ляет, (г, 


nr = (а: ==", 从 而 7 ==, 因此 


(2)x=2r. (3) 
有 反之 ,任意 取 一 个 有 理 数 7 并 用 公式 (3) 来 定义 一 个 映射 X%， 我 们 
就 可 以 得 出 群 R 的 一 个 自 同 态 ， 这 样 一 来 ， 我 们 就 在 群 且 的 自 同 
态 和 有 理 数 之 间 建 立 了 一 个 相互 单 值 的 对 应 , 而 因为 由 
二 .光一 ?1 1-07, 
可 得 出 
1. (#7) =т=т 
1. (+1) =. Та, 
故 群 召 的 自 同 态 环 和 有 理 数 域 同 构 ， 因 此 ， 群 如 的 任何 一 个 非 堆 
ВА й, 因而 是 一 个 自 同 构 . 
最 后 , 我 们 求 р" 型 群 的 自 同 坊 环 ， 这 个 群 可 由 生成 元 
а, Ge0 *** (4) 
和 定义 关系 
ра. =0, та,.,=а, п= 1,2, ••• (5) 
来 决定 .给 出 (4) 中 所 有 元 素 的 象 之 后 , НОА А Хар 
瞧 一 地 决定 。 男 一 方面 , 因为 这 个 群 中 阶 不 大 于 р’ 的 元 素 都 包含 
ТЕ (а), 
а.Х=Ь а, п=1,2, +5, (6) 


其 中 


er ee me pr se pe PE tr ТНТ аи ЫЫ АВ А ў ' 
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ОЕ, <р". (7) 

其 次 ,因为 对 44) 中 元 素 的 象 来 说 关系 (5) 也 应 该 成 立 , 故 
р(а„. А) = а.х, 

从 而 | 


Ри: @льь) = 410 = 039 


Е... (пойр"), п=1,2,. | _ (8) 
因此 ,对 р” 型 群 的 任何 一 个 自 в 2 х, АЛ РС) 
和 (8) 的 自然 数列 
(Ris Бо, 6, Вах =**) (9) 
与 之 对 应 ， 和 不 同 目 同 态 相对 应 的 自然 数列 也 互 不 相同 ， 因 为 至 
РН — АК а, 在 这 些 目 同 态 下 有 不 同 的 像 ， 另 一 方法 , 任何 一 
个 适合 条 件 (7) 和 (8) 的 自然 数列 (9) 都 能 决定 一 个 自 同 态 , НИ НН 
式 (6) 所 决定 的 自 同 态 . 
设 除 了 由 目 然 数列 (9) 所 决定 的 自 同 态 * 之 外 ， 在 p” 型 群 中 
还 给 出 了 为 外 一 个 日 同 态 7, 和 它 相 对 应 的 自然 数列 是 
(=) (10) 
在 这 时 
0 人 (YX 十 7 一 (十 10 а, (Ха) = (а, 
但 对 上 自然 数列 (9) 条 件 (8) 成 立 , 而 对 数列 (10) 类 似 的 条 件 也 成 立 ， 
[в 
Ё... += En ,modp”) 
банана 2,1, Споар"), 
并 且 如 果 在 这 些 同 余 式 中 左 端 换 成 对 横 p"*! 的 正 余 数 ， 右 端 换 成 
对 模 р" НЕ, 同 余天 系 也 不 会 破坏 因此， 对 应 于 % 与 了 的 
ЕЛУ АМУ, СОУС ЛО) ЕАР, ЕЯ п 
位 将 所 得 结果 对 模 р" 约 化 所 得 的 数列 ， 
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因此 ,满足 条 件 (7) 和 (8) 的 形式 和 (9) 的 自然 数列 的 和 集合， 加 
土 按 上 述 规律 所 进行 的 加 法 和 乘法 ， 和 p” 型 群 的 自 同 态 环 同 构 ， 
因而 这 个 集 本 身 也 是 一 个 环 ， 并且 是 交换 环 ， 这 个 环 称 为 p- 进 整 
数 环 , 它 在 代数 学 的 许多 不 同 分 枝 中 , 特别 是 在 域 论 和 拓扑 代数 中 
起 着 非常 重要 的 作用 .. 因此 ,p” 型 群 的 自 同 态 环 和 p- 进 整数 环 同 
№, 

和 零 自 同 态 相对 应 的 数列 (0,0…,0,…) 是 9- 进 整数 环 中 的 零 
元 , 而 和 恒 等 目 同 态 相 对 应 的 数列 (1, 1,…,1,…) 则 是 这 个 环 中 的 
单位 元 , 其 次 , 因为 9” 型 群 的 自 同 态 同 时 是 自 同 构 的 充分 必要 条 件 
ЖЕЛ а 映 成 零 ， 故 2- 进 整数 (9) 有 逆 的 充分 必要 条 件 是 
1 天 0. 

用 这 方法 还 可 以 得 出 pj- 进 整数 环 的 其 他 许多 性 质 , 我 们 只 证 
明 , 这 个 环 不 包含 零 因 了 于， 事实 上 ,入 型 拜 在 任意 非 零 目 同 态 下 的 
象 是 这 个 群 本 身 ， 而 不 是 它 的 真子 群 ， 因 此 依次 施行 两 个 非 零 自 
同 态 的 结果 ,不 可 能 是 零 自 同 态 ， 

现在 让 我 们 转 到 直 和 的 身 同 态 环 问题 上 来 ， 为 了 这 个 目的 ， 
必须 引入 将 一 个 阿 贝尔 群 映 到 另 一 阿 贝 尔 群 的 同 态 映 射 群 的 概 
念 ， 试 芳 虑 将 群 4 映 入 群 互 的 所 有 同 态 的 集合 ， 并 对 这 个 集合 中 
的 任意 两 个 同 杰 映射 和 * 和 7 用 公式 

а(Х--т) =аХ ап, аЕА 
Е ХЕ. 

т РАЯ Х +7 仍旧 是 一 个 同 态 映 射 ， 并 且 用 这 方 靶 把 群 4 
到 群 B 的 同 态 映 射 的 集合 变 成 一 个 阿 贝 尔 群 的 证 明 ， 可 逐 句 重复 
本 习 开 头 处 对 自 同 态 的 加 法 这 个 特殊 情形 所 作 的 证 明 得 出 . 

Е, ИЖЕ ГЕ ДИЗ А, B 和 C， 那 末 我 们 就 可 以 
ААА ОД ВУЛ А, ЈЕ 
将 其 了 解 为 相继 施行 这 两 个 同 态 映 射 的 结果 ， 这 个 映射 显然 是 一 


а = Һин нна тен 
а наосот оа атри той "ЧАЈ АНЫНА ЕНГ и 
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个 将 4 映 入 C 的 同 态 映射 . 
现在 设 阿 贝尔 群 а 可 表 成 有 限 多 个 群 五 ; НЕЯ: 


G = Ун, 


我 们 用 R т Н, 的 自 同 态 环 , 用 А0 АН, ЛА. 
群 五; 的 同 态 映射 群 ， 于 是 下 面 的 定理 成 立 (参看 Кищкина[1]), 


群 G 一 也 ,的 自 同 态 环 和 凡人 阶 方 阵 (Xij) 的 环 同 构 ， 其 中 


ХЕ, 矩阵 加 法 和 来 法 的 定义 和 普通 的 定义 相同 

事实 上 , 对 于 每 一 个 这 样 的 矩阵 (Xi;;)， 我 们 可 以 使 一 个 将 群 
G 映 和 人 其 自身 的 映射 XX* 和 它 相 对 应 , 这 个 映射 定义 如 下 如果 gE 
с, В. 


9 = У), hEH,, 


$ =1 


则 命 
9% = х1 ИХ, 


$=1 2-1 
很 容易 看 出 , 这 个 映射 是 群 G 的 一 个 自 同 态 。 反 之 , 群 G 的 任何 一 
АААХ 都 在 这 种 意义 下 和 一 个 惩 阵 相对 应 : 如 果 А, 是 Н, 中 


hiX = > hss, ЕН,» 


3=1 


我 们 可 命 


”1) ЕЗ, ЕО БИЕ Саво, 乘法 也 
是 可 以 进行 的 ,并 且 所 得 出 的 矩阵 仍然 是 这 样 一 种 矩阵 ( 方 阵 ). 


和 " 
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Р.Х; =В, 5; 

Т Е Н, 映 入 Н, 的 同 态 映射 ， 要 证 明 群 G 的 
自 同 态 和 (X;j) 这 种 形状 的 矩阵 之 间 的 相互 单 值 对 应 , ОА, Е 
隆 的 和 与 积 同 自 同 态 的 和 与 积 相 对 应 ,这 事 并 不 困难 , 可 留 给 读者 
自己 去 作 ，、 特 别 ， 由 此 可 以 大 出 , (XX,y) 这 种 形状 的 人 算 阵 的 确 组 成 
一 个 环 . : 

从 上 面 所 证 明 的 定理 ,和 8§ 12 中 所 得 出 的 结果 可 以 看 出 ， 群 
а= УН, ааВВ, СХ) ЖЕФ АЕ БЕЯ 


БЕ а Ж ЯРА, ТЕ ОНО НЗ А ААУ ОХЕ 
ЯРИ АЕ, 它 的 主 对 角 线 上 的 元 素 是 环 Ri 中 的 单位 元 ,而 在 
主 对 角 线 之 外 则 全 是 零 . 

' 现 在 我 们 将 这 些 结 灯 应 用 于 有 共有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 的 
情形 ; 我 们 知道 , 这样 的 阿 页 尔 群 可 以 分 解 成 一 些 无 限 循环 群 和 有 
限 淮 又 循 环 群 的 直 积 .循环 群 的 自 同 态 环 我 们 已 经 知道 了 ,同样 
容易 证 明 下 面 的 断 语 : 如 果 4 和 B 是 两 个 循环 群 ,无 限 的 或 有 限 准 
ЗЕ, ЕЖЕ АВА Л В 的 同 术 映射 群 : 1) 与 群 B 同 构 ， 如 果 和 4 是 无 
限 衢 环 群 的 话 ;2) 与 рт" ОБИ, 如 果 4 和 8B 都 是 对 同 
一 素数 2 的 准 素 循环 群 ， 其 阶 分 别 为 pr 和 2';3) 在 所 有 其 余 情形 
等 于 零 ， 其 次 还 应 和 注意， 如果 已 知 三 个 循环 群 fa}、{5} 和 {ce} 以 及 
将 第 一 个 群 映 入 第 二 个 群 的 同 态 上 映射 9 和 将 第 二 个 群 映 人 第 三 个 
厘 的 同 态 映射 р, ЕН. 

аф =ЕБ, Бр =1с, 
ЙІ 
| а(фф) = (ЕОс. 
因此 ， 如 果 将 上 述 循 环 群 的 同 态 映 射 群 看 作 整数 环 C 或 其 相应 的 
剩余 环 C， 的 加 法 群 , 那 示 我 们 就 得 出 ， 同 态 映 射 的 乘积 和 相应 的 


ина Нов 
-. соеди те левиты | Ар ВРУ 8 EPP "АНТ НЕ тарі нЕ г Е" НЕ Ш а т 
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整数 的 乘积 相当 , 这 个 乘积 当然 要 以 群 {fc} 的 阶 为 模 约 化 . 

我 们 建议 读者 自己 去 作出 上 一 段 中 各 个 命题 的 详细 证 明 ， 及 
以 不 变量 给 出 的 具有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝尔 群 的 自 同 态 环 的 实际 
描述 ， 在 这 里 ,我 们 只 指出 下 述 有 关 自 由 阿 贝 尔 群情 形 的 结果 . 

n 秩 自由 阿 贝尔 群 的 自 同 态 环 , Уп УЖУН. 

2 秩 自 由 阿 贝尔 群 的 自 同 构 群 ， 与 行列 式 等 于 буп ИЗ 
数 方 阵 所 组 成 的 冬 法 群 同 构 ， 

有 一 系列 的 论文 是 研究 各 种 类 型 的 阿 贝尔 群 的 自 同 构 群 和 自 
同 态 环 的 , 其 中 有 Shoda[1], [3], Ваег[14], [27], РеггуГ1 |, 
Shiffman[1], Кишкина[1 5 ЛЮТ. [2 $ 补充 .34,] 


$ 22， 带 算 子 的 阿 贝 尔 群 


在 带 算 子 阿 贝 尔 群 的 各 种 不 同 的 应 用 中 ， 算 子 区 通常 是 一 个 

结合 环 ,其 元 素 为 a, В, у, ~", 并 且 , 除 了 对 任意 算 子 成 立 的 条 件 
(4 十 站 ww 一 aa 十 Da | 

之 外 , РНР А АЎ У, 这 两 个 条 件 建 立 了 群 G 中 的 运算 和 环 

В 中 的 两 项 运算 之 间 的 关系 : 

а(& +В) =аа + аВ (1) 

а(&В) = (ах) В? ° (2) 

只 有 在 条 件 \1) 和 (2) 都 满足 时 ,我们 才 说 群 @G 具 有 算 子 环 Р. 

有 了 时 也 说 ,和 群 G 是 环 且 上 的 一 个 模 , 或 说 得 简单 一 些 ,是 一 个 В-Ж. 

如 未 将 阿 贝 尔 群 G 的 目 同 态 环 或 它 的 任意 一 个 子 环 看 作 它 的 

算 子 区 , 则 条 件 (12 和 (2) 可 由 自 同 态 的 和 与 乘积 的 定义 直接 得 出 ， 

) 当然 必须 注意 , 等 式 (1) 左 端的 十 号 是 环 B 中 加 法 的 记号 ,而 等 式 右 端的 十 号 


О А, ПЕ З (о) р ВЗА АА ТАО 中 
元 素 的 作用 ， 
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因此 这 两 个 条 件 是 非常 自然 的 ， 其 次 ， 如 果 将 一 个 环 看 作 它 的 加 
法 群 的 右 侧 算 子 区 ， 则 条 件 (1) 和 (2) 即 成 为 环 中 两 个 运算 的 分 配 
律 和 乘法 的 结合 律 。 最 后 ， 高 等 代数 课程 中 所 研究 的 一 个 域 P 上 
的 癌 量 空间 , 显然 就 是 一 个 P- 模 ， 注 意 ， 任 何 一 个 不 带 算 子 的 阿 
贝尔 群 都 可 以 看 作 整 数 环 上 的 模 ， 
:由 (1) 可 知 
4% =а(&-— 0) =аа-а:0, . 
№ 2:007, 也 就 是 说 , мВ ПОЕЛИ ТТН 关于 群 G 
的 零 自 同 态 . 
а&=а(&+В— й) =а(«— В) ав, | 
因而 | | 
а(«—В) =аа—аВ. — (1') 

ДЖЕ АН В г 的 话 ， 则 与 算 子 е 相对 应 的 不 一 定 是 
群 G 的 恒 等 自 同 构 ， 例 如 ， 如 果 对 G 中 的 任意 a 和 中 的 任意 a 
我 们 合 ug=0 的 话 , 条 件 (1) 和 (2) 将 被 满足 ; 当然 ,在 这 种 情形 , 算 
于 环 的 存在 对 群 G 的 研究 不 能 增加 什么 东西 ， 可 是 一 般 的 情形 很 
容易 归结 于 这 一 情形 和 算 子 & 对 应 于 伍 等 自 同 构 的 情形 . 

事实 上 , 设 已 知 一 阿 贝尔 群 G 及 其 算 子 环 ВЕ 具有 单位 元 s， 
我 们 用 五 表示 G 中 那样 一 些 元 素 a 的 集合 , 对 于 它们 аг=а; НР 
表 G 中 使 ae=0 的 元 素 a 的 集合 五 和 了 是 群 G 的 容许 子 群 , 它 
们 的 交 只 包含 零 元 ,五 和 卫 的 直 和 等 于 群 G， 因 为 对 于 G 中 的 任 
Бл а, А. 

а= аг | (а— ае) 


成 立 , 其 中 显然 有 аесН, ааеЄР. ВОИНЫ, ЗЫП 


1) ЗАЕМ ЕН, ПИ © НЕЕ а 中 的 零 元 、 
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当然 有 权 只 限于 讨论 直 被 加 子 群 吾 , 对 了 于 瑟 来 说 ,e 对 应 于 它 的 恒 
等 自 同 构 ， 今 后 , 凡 属 讲 到 带 单 位 元 的 算 子 环 时 ,我们 总 假定 这 一 
限制 已 被 讲 足 , 即 假定 条 件 
ae=a (3) 
对 G 中 所 有 元 素 a У, 

如 果 已 知 一 带 算 子 环 BR 的 群 G， 则 有 中 合群 G 里 一 个 已 知 元 
ха фил а 所 成 集合 ， 即 使 得 ag=0 的 那些 元 素 a 的 集合 
а, ЗЕ В ЈА ЯН, 这 一 点 可 由 等 式 (1 7) 和 (2) 看 出 ， 理 
想 оК с а 的 阶 。 对 普通 的 阿 贝尔 群 ， 即 以 整数 环 C 为 算 子 
环 的 铬 ,这 个 定义 实质 上 就 是 通 笛 阶 的 定义 :如 果 一 个 元 素 在 普通 
ЖУ РАТЕ п, 则 这 个 元 素 只 能 被 % 的 倍数 ， 即 环 C 中 由 整数 
所 生成 的 理想 中 的 元 素 所 零 化 . 

如 采 元 素 a 的 阶 是 环 慷 中 的 零 理想 , 则 a 称 为 无 限 阶 元 素 . 例 
如 ， 在 无 零 因 子 环 甩 中 ， 如 果 将 及 本 身 看 作 它 的 加 法 群 的 右 算 子 
х, 则 除了 零 元 之 外 ,所 有 元 素 都 是 无 限 阶 的 ， 群 G 中 的 零 元 的 阶 
永远 是 整个 坏 Е, 并且 如 果 所 讨论 的 是 带 单位 元 的 算 子 环 的 话 , 这 
Ж НЕ ЕД Е 为 阶 的 元 素 [ 参 看 人 条 件 (3)]. 

和 如果 所 讨论 的 算 子 环 带 有 单位 元 的 话 ， 群 G 中 由 元 素 a 所 生 
成 的 (容许 ) 循 环 子 群 (参看 815) 将 由 所 有 аа, «ЕВ 这 种 形状 的 元 
素 所 组 成 . 事实 上 , 等 式 (1) 表 明 这 种 元 素 在 G 内 组 成 一 个 子 群 , 由 
(2) 可 知 这 是 一 个 容许 子 群 ， 条 件 (3) 表 明 元 素 a 包含 在 这 个 子 群 
内 ; 最 后 , 这 个 子 群 是 循环 群 这 一 点 ,可 由 下 面 的 事实 看 出 , 即 任何 
一 个 容许 子 群 如 果 包 含 元 素 а 的 话 , 必 包 含 所 有 元 素 аа, 


Б 
яфањвнантве а ТЕ, Фада Ф 
4 的 阶 。 特 别 , Жади Врх е, Да 的 篇 环 子 环 和 
利 余 环 二 的 加 法 群 举 算 子 同 构 ， 事 实 上 ， 如 果 对 已 中 的 每 个 元 素 


10 и ва ____ 
а, 使 G 中 的 元 素 ac 和 它 相 对 应 , 那 末 根据 (1) 和 (2) 我 们 就 得 出 一 
АРВ НЕ ЮЛИЮ о 的 循环 子 群 ,并 且 
被 映 成 零 元 的 元 素 恰 是 a 中 的 元 素 . 

对 阿 贝尔 群 的 一 般 理论 中 所 得 到 的 每 一 个 结果 ， 可 以 提出 这 
祥 一 个 问题 , 即 这 个 结果 对 带 怎样 一 些 算 于 环 的 群 仍然 保持 正确 
从 这 一 观点 来 检查 阿 贝尔 群 理论 整个 内 容 的 工作 ， 虽 然 对 环 论 本 
身 也 具有 不 容 置疑 的 意义 ,可 是 现在 还 远 没有 完成 ， 在 这 里 , 我们 
只 指出 和 本 章 中 前 面 几 忆 里 所 证 明 的 各 个 结果 有 关 的 几 点 事实 : 
жн, отже, ЕТНА Ња 
љу = Е З, 

要 使 得 群 G 的 周期 部 分 R， 即 阶 不 等 于 零 理 想 的 元 素 的 全 体 
是 G 中 的 一 个 子 群 ， 只 需 假 定 环 玉 中 任意 两 个 非 需 右 理想 的 交 不 
学 于 零 即 可 ， 而 这 个 子 群 的 容许 性 则 可 由 对 环 好 附加 交 的 性 的 候 
定 得 出 ， 在 这 个 情形 , 商 群 所 也 将 是 一 个 R- 模 ， 并 且 它 里 而 所 有 
不 等 于 零 元 的 元 素 都 是 无 限 阶 的 

关于 周期 阿 贝尔 群 可 分 解 成 准 素 群 的 直 和 的 定理 ， 需 要 对 算 
子 环 忆 加 上 一 些 更 强 的 限制 才能 得 出 ， 在 任何 情形 下 ， 要 得 出 这 
个 定理 ,只 要 假定 尽 是 的 一 个 交换 的 主 理想 环 就 够 了 ， 

元 素 的 线性 相关 性 的 定义 ,对 带 任 意 算 子 环 的 群 仍然 有 意义 . 
如 果 假定 这 个 环 是 交换 的 ， 那 末 赫 换 定理 的 证 明 也 仍然 有 效 ， 轩 
而 可 以 对 群 引入 条 的 概念 ， 在 这 个 假定 下 ， 关 于 一 个 群 的 秩 等 于 
它 的 任何 一 个 (容许 ) 子 群 的 秩 及 对 这 个 子 群 的 商 群 的 秩 之 和 的 定 
理 , 也 仍然 成 立 

在 具有 算 子 环 刀 的 群 的 情形 , 环 及 本 身 的 加 法 群 ,如 果 看 作 -- 
个 右 R- 模 的 话 ,起 着 无 限 循环 群 的 作用 ; 相当 于 生成 元 的 是 环 
Я ее 


А кр тие rr -ar 上 СИИ Ра. Р РНР ч гі РА Hee - 99 "mm 


为 一 个 自由 BR- 模 ， 如 果 有 五 是 一 个 交换 环 的话 ， 自 由 五 - 模 的 秩 等 
ЛИЖЕТ. 

р ХВ-а А ЪВ-в ЯА, Я а, ДЕЯ 
ЖУА, А пла Жл 0-4 еже ВЯЕУ. | 

要 证 明 这 个 定理 ,可 将 一 个 具有 适当 生成 系 的 自由 五 - 模 带 算 
子 同 态 地 映 到 所 讨论 的 BR- 模 上 ,并 运用 带 算 子 群 的 同 态 定 理 . 

如 果 环 书 中 所 有 右 理 想 都 是 主 理 想 子 环 , 则 自由 А-А ФА 
一 个 不 等 于 零 的 容许 子 群 也 是 一 个 自由 下- 模 ， 

要 证 明 这 个 定理 , 只 需 重 复 $19 中 相应 定理 的 证 明 , 并 作 如 下 
的 变动 : 如 果 考 虑 这 个 子 群 里 具有 给 定 末 项 足 标 ”的 元 素 , 那 末 在 
这 个 情形 下 不 能 说 在 这 些 元 素 当 中 存在 具有 最 小 正 末 项 系数 的 元 
素 ， 可 是 很 容易 看 出 ， 所 有 这 些 元 素 的 末 项 系数 组 成 如 中 的 右 理 
想 , 根据 我 们 的 条 件 , 这 个 理想 将 是 一 个 主 理想 , 即 具有 {a} 这 种 形 
式 ， 这 时 , 以» 为 末 项 足 标 , Да 为 末 项 系数 的 元 素 ， 将 起 着 共有 
最 小 正 来 项 系数 的 元 素 的 作用 . 

Everett[11 的 工作 中 证 明 ， 这 里 对 环 及 所 加 的 条 件 一 一 有 单 
位 元 , 无 零 因 子 ， 所 有 右 理 想 邦 是 主 理想 一 一 也 是 使 得 自 由 А-А 
的 子 群 定理 成 立 的 必要 和 条件. 

要 想 把 关于 有 限 秩 自 由 阿 贝 尔 群 的 基 与 其 子 群 的 基 之 间 的 关 
系 的 定理 ， 以 及 由 这 个 定理 所 引出 的 关于 有 具有 限 多 生成 元 的 阿 贝 
尔 群 的 基本 定理 推移 到 带 算 子 阿 贝尔 群 的 情形 ， 需 要 对 算 子 环 В 
加 上 一 些 更 强 的 限制 .在 Teichmiiller 的 论文 [1 中 证 明 , 这 些 结果 
对 环 中 所 有 右 理 想 与 左 理想 均 为 主 理想 的 情形 成 立 .对 RR 为 欧 几 里 
得 坏 这 个 更 特殊 的 情形 ,在 Yan дег Waerden 的 《近世 代数 > 第 二 
版 第 十 五 全 中 有 所 讨论 , ，Teichmiiller 的 理论 将 在 下 一 节 叙 述 ， 


1) 惑 Van дег Wacrden< 代 数学 开 > $134( 有 中 译本 ,科学 出 成 社 , 1976) 一 一 
ЖФ, | 
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上 面 讲 到 ， 具 有 % 个 生成 元 的 自 出 BR- 模 一 一 这 个 模 约 定 用 
Ua(R) 米 表示 一 一 与 它 的 容许 子 群 的 基 之 间 的 关系 的 定理 将 在 
下 面 的 假定 下 来 证 明 : 算 子 环 吾 的 所 有 左 理想 和 所 有 右 理想 均 为 
主 理想 ， 这 就 是 说 ,如果 4 是 环 尽 的 任意 一 个 左 (或 右 ) 理想, 那 末 
在 熏 中 可 以 找到 这 样 一 个 元 素 a， 使 得 4= Ra( 或 4=aR)， 首 先 
引入 一 些 狐 的 概念 ， 并 且 证 明 关 于 这 种 环 的 一 系列 结果 ， 我 们 已 
经 说 过 , 所 考虑 的 环 都 有 单位 元 且 没 有 零 因 子 . 

如 果 环 五 的 元 素 5 属于 左 理想 Ра, a 关 0， 即 存在 五 的 一 个 元 
素 7, 使 得 6= та, 那 末 元 素 a 就 叫做 元 素 5 的 一 个 右 因子 ， 显 然 ， 
在 这 一 情形 , ВЫ Ва, 如 果 РЬ Ra， 那 么 5 同样 也 是 元 素 4 的 一 
个 右 因 子 , 即 a=7'5， 因 为 请 没有 零 因子 ,所 以 77' 二 ,也 就 是 说 ， 
7 和 和 邵 是 可 送 元 素 ， 注 意 这 时 等 式 7'7=e 也 成 立 ， 事 实 上 ， 出 
те 推出 ?77' =’, ХНУ ВУ, Д тте, я, Фа 
忆 做 5 的 一 个 左 因 子 ， 如果 5 含 在 右 理想 aR р. эса 叫做 元 
素 2 的 一 个 全 因子 , 如果 它 既是 右 因子 , 又 是 左 因子 ,也 就 是 说 , 如 
Ж 0 5056 Ra 人 aR р. 

ЛЕМ В НЕ ЛАЯ Ra 和 Rb， 那 末 它们 的 和 仍 是 一 个 主 
理想 ,有 即 在 及 里 可 以 找到 这 样 一 个 元 素 c, 使 得 

: (Ва, Rb) = Вс. 

35 с Ша 与 2 的 右 最 大 公 因 子 ， 因 此 ， 在 玉 中 存在 元 素 


т’, т", Тз Ро; 使 得 


а=те,б=т”е, с =та- таб. 
АВ "Е ХА ВНЯТЛЕЕ ХА. 
在 环 及 里 ,不 可 能 找到 左 理 想 的 无 限 递增 序列 . 
事实 上 , 设 在 忆 里 给 定 了 左 理想 的 一 个 无 限 不 减 序 列 
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4iC4C.C4 CC 
这 个 序列 的 并 集 也 是 请 的 一 个 左 理想 ， 因 而 是 由 荣 一元 素 b 所 生 
成 的 主 理想 ， ЕЕ ЯНА, 内 ， 从 而 序列 中 从 茶 一 个 
开始 ,所 有 的 理想 都 重合 . 

对 于 右 理 想来 说 ,也 有 相应 的 定理 , 

在 环 民 里 不 可 能 找到 包含 某 一 个 非 索 志 ( 右 ) 理 想 和 4 的 无 限 雍 
减 左 ( 右 ) 理 想 序 列 . 

考察 任意 的 这 样 一 个 不 增 左 理想 序列 

B12B,D… iB, 2 
如 果 4= Ва, а520, В, = ВЬ,, =1,2--., 那 末 存在 这 样 的 不 等 于 零 
的 元 素 "by ya 和 т, 7 使 得 

0 二 70 D 1I 一 TD 一 1 2 
于 是 
а= Тиби 1 = ("аата УВ = Тиби» 

НР тут =. 这 就 表明 , 右 理想 

riR, т В, ++, т, Р, ›** 
构成 一 个 不 减 序 列 ， 根 据 上 面 所 证 明 的 事实 , АЕ п А, 应 

Я =тГ,.1В = *** 

然而 由 Б :: 得 出 ， 存在 这 样 的 元 素 г, 使 得 ro 一 nop， В 
Таа Та 1С 7), Арта г е, К, т, 是 一 个 可 逆 元 素 , 从 而 
Bi 一 忆 显然 ,对 于 一 切 >п, 5 В, =В,. 定理 被 证 明 ， 

К о ЧЕЗ л а де В 27) 80, ЗНН 50а Бе 必定 可 
以 得 到 或 者 5 是 可 逆 元 素 ， й сдал. поса 可 约 ， 
那 末 对 于 a 的 每 一 个 被 分 成 非 可 逆 因 子 的 乘积 的 分 解 a= 85.5。… 
bs, 就 有 一 个 左 理 想 链 

RaCR(baby) С СВЫСВ 
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与 之 对 应 ,这 些 理想 互 不 相同 , 并 且 都 位 于 Ва 与 五 之 间 ， 反 之 ,如 
果 在 Ra 与 之 间 给 出 了 一 个 互 不 相同 的 左 理 想 有 限 序列 
RaCRciCResC%CReCR 
那 末 存在 这 样 的 非 可 逆 元 素 5, , 6», "01, 使 得 4 一 0101C1 一 D202 ***, 
Ci_1 一 Dicr 从 而 
0 一 0102…DiC7， 

由 上 面 所 证 明 的 关于 理想 链 中 断 的 定理 推出 (参看 $16), 商 
群 R/Ra, 作为 以 环 五 为 ( 左 ) 算 子 区 的 加 群 , 具有 合成 列 ， 对 于 这 
个 群 的 每 一 个 合成 列 ， 相 应 地 就 有 元 素 a 被 分 成 有 限 多 个 不 可 约 
因子 的 乘积 的 一 个 分 解 . 反之, 由 Jordan-Holder 定理 推出 ， 元 
素 а 的 每 一 个 这 样 的 分 解 都 有 相同 个 数 的 因子 .我 们 把 这 个 数 记 
Е 7(a). : 

ПЖ 5 是 元 素 4 的 一 个 左 因子 或 右 因 子 ， 那 末 元 素 5 的 每 一 
个 被 分 成 不 可 约 因 子 乘积 的 分 解 都 可 以 补充 成 为 元 素 а 的 一 个 这 
样 的 分 解 ， 因 此 (Б) 过 7r(a)， 等 号 成 并 必要 且 只 要 a 又 是 5 的 
一 个 因子 .对 应 于 环 忆 的 元 素 a 的 正 整 数 r(q) 的 这 个 性 质 在 下 面 
将 被 用 到 ， 

现在 转 回 带 算 子 的 阿 贝 尔 群 ， 

如 果 环 如 的 一 切 右 理想 和 一 切 在 理想 都 是 主 理想 ， 那 末 在 自 
УЖО, (BID) 和 它 的 容许 子 群 下 里 ， 可 以 分 别 选 取 这 样 的 基 п, 0), 
。… и Ж 01,05, ***, 0р, Кп, 使 得 

0; = #,60;,2:=1,2,..•, Е, 
4 ТЕЖЕ, 的 一 个 全 因子 ， 

ПЕ ВЯ в] 3% $ 20 中 相应 定理 的 证 明 的 同样 程式 来 进行 ， 因 此 ， 
我 们 把 证 明 的 细节 留 给 读者 去 做 ， 而 只 限于 指出 由 以 整数 环 作为 
贷 子 区 的 鲁 形 过 渡 到 现在 所 考 虚 的 情形 的 不 同 之 处 . 

注意 到 这 时 容许 子 群 是 环 呈 的 右 理想 , 因而 是 主 理 想 , 所 以 定 


rH ' 
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理 对 于 % 二 1 正确. 

Ф 5 20 所 给 的 证 明 里 , 组 成 子 群 V 的 那些 线性 到 式 里 的 最 小 
正 系数 扮演 着 重要 角色 .这 个 角色 现在 要 由 这 样 一 个 不 等 于 零 的 
系数 a 来 充当 ,对 于 这 个 & 来 说 ,>(o) 是 最 小 的 . 

再 者 ,现在 不 能 施行 珊 余 除法 .在 我 们 的 证 明 里 ,将 由 以 下 两 
УВК, 

5| 理 1 如 果 在 模 Un,(R) 的 元 素 

4 — 4108; YG 

里 ,系数 Q! 和 Qs 都 不 等 于 震 ， 而 6 是 元 素 Qi 与 os 在 环 及 内 的 一 
个 右 最 大 公 因 子 ， 那 未 可 以 变更 模 Ua(R) 的 基 , 使 得 在 元 素 久 关于 
新 基 的 表示 式 里 ,6 作为 一 个 系数 出 现 . 

根据 题 设 ，(Rai, Во) = Кд, ТАЖЕН бо, а, 
5 п, 使 得 


Qi =01'0, @ =0'5, (1) 
50, а= д, 
由 此 得 
Ёа по = 1. (2) 
由 (2) 可 以 得 出 等 式 
011805 = @ — 01501 (3) 
— 426%; = 610, — 0. (4) 


这 两 个 等 式 都 有 一 边 属 于 理想 Ba"， 另 一 边 属于 理想 Ray， 因 此 
两 边 都 属于 这 两 个 理想 的 交 ， 这 个 交 仍 是 环 五 的 一 个 堪 理想 ， 并 
且 由 一 个 非 零 元 素 生 成 ， 因 为 等 式 (3) 和 (4) 的 左边 至 少 有 一 个 不 
等 于 零 ， 因 此 , 存在 一 个 元 素 B, B 关 0, 使 得 
Ва, П. Ва, = ВВ. 
由 此 推出 ,存在 这 样 的 元 素 cr 4 和 », 使 得 
| В=об = – та, Е (5) 
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иВ =а таз = а — а, ёа, (6) 
>В 7А 《7) 
现在 令 


а’ = ша, 20 › 
п = ШИ, 
| и;=1,$=3, ++.) п. 
则 它们 构成 模 忆 ,RD) 的 一 个 基 ， 事 实 上 , 由 变换 
п, = ш 0, 
из= ши] изт, 
Wi = щу = 3, +, 1, 
就 可 以 返回 到 原来 的 基 ， 这 一 氮 利 用 等 式 (2),(5) (6), (7), 并 且 
УВЫ И, 就 可 以 验证 ， 根据 (1) 和 (5), 我 们 现在 就 
得 到 
= 110 -- изз «0,83, 
9| 理 被 证 明 . 
引 理 2 如 果 模 U,(R) 的 子 模 六 会 有 元 素 
= 410120505 Иа» 
оз ш В. 206851 + Би. В, 
其 中 系数 a! 226, 孝 不 等 于 替 , 而 0 是 元 素 0 与 在 环 民 内 一 个 
左 最 大 公园 子 ， 那 末 9 将 在 子 模 灰 的 某 一 元 素 的 表示 式 里 作为 ш 
的 系数 出 现 ， 
事实 上 , №1 (0 В, 6,8) 一 0 推出 ， 在 玉里 存在 元 素 大 和 7 使 
得 qi+ Am 一 0， 于 是 在 子 模 了 里 ,含有 元 素 
0 一 2 十 221 二 240 十 
引 理 被 证 明 ， 
最 后 ,注意 到 若是 在 О, СВ) ЖДЕТ Н, ЗАЩ Ш, @,, 66,0, 
Ж0,, 92, ***, бь› 使 得 
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5; =йЯ:2;, 8 =1,2, ‚Б, 

那 末 按 以 下 的 办 法 来 证 明 е, 是 es АЩ Р, 

ЕУ ЕЖЕ 

| 0, +9212, Г лез. 
根据 元 素 ei 的 选取 和 引 理 1， 元 素 &1 是 ss МНЯ. 95—518, 
如 果 在 模 U,() 内 选取 基 01, 0—0, пз, ии, Ж 
51 = 121, = Hes (9. — 1) его. 

由 此 , 再 根据 元 素 si 的 选取 和 引 理 2 可 知 , ei 是 г, 的 左 因 子 . 

如 同 不 带 算 子 群 的 情形 一 样 , 由 现在 所 证 明 的 定理 可 以 证 明 ， 
在 每 一 个 右 理想 和 每 一 个 左 理 想 都 是 主 理想 的 算 子 环 上 ， 任 意 一 
个 具有 限 个 生成 元 的 模 都 可 以 分 解 成 有 限 个 容许 簿 环 子 群 的 直 
和 .如果 再 假定 算 子 环 是 交换 环 ， 那 末 还 可 以 将 其 中 生成 元 的 阶 
不 为 零 的 那些 简 环 锌 加 项 再 进一步 分 解 成 这 样 的 和 伴 环 子 群 的 直 
和 ， 这 些 人 循环 子 群 的 阶 是 由 运算 子 环 的 素 元 素 ( 即 既 约 的 元 素 ) 的 
Е: АН). 这 个 断 语 的 证 明 实 质 上 接近 $ 20 中 对 应 定理 的 证 明 ， 
但 不 要 求 主 理想 交换 环 理论 的 某 些 补充 知识 , 因此 从 略 ， 
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$23. 完备 阿 贝 尔 群 


准 素 阿 贝尔 群 的 理论 是 阿 贝尔 群 的 一 般 理 论 中 内 容 最 丰富 和 
最 深入 的 几 个 分 支 之 一 , 其 中 可 数 准 素 群 的 理论 可 以 说 已 经 完成 . 
准 素 群 理 论 中 的 许多 部 分 一 一 完备 群 的 理论 ， 纯 子 群 的 问题 及 其 
他 问题 一 一 现在 已 经 超出 了 准 素 群 的 范围 ， 因 此 ， 最 好 将 准 素 群 
的 理论 密切 结合 着 混合 群 的 理论 来 讲述 ; 并 且 ， 在 这 一 途径 上 还 
可 以 找到 一 个 最 自然 的 方法 来 处 理 混 合群 理论 中 的 一 个 基本 问题 
一 一 混合 群 的 分 解 问题 ， 亦 即将 混合 群 分 解 成 为 周期 群 与 无 捏 群 
的 直 和 的 问题 ， : 

我 们 先 从 一 类 非常 重要 的 阿 贝尔 群 的 研究 开始 ， 这 一 类 群 在 
某 种 意义 上 是 和 自由 阿 贝尔 群 相 对 立 的 . 

阿 贝 尔 群 G 称 为 一 个 完备 群 ， 如 果 对 G 中 任意 元 素 a 和 任意 
自然 数 ”方程 

пі 4 

在 G 中 至 少 有 一 个 解 , 即 如 通常 所 说 的 , 元 素 4 在 群 G 里 可 被 任意 
一 个 自然 数 除 尽 ， 显 然 , 要 使 阿 贝 尔 群 G 是 一 个 完备 群 , 只 要 它 的 
任何 一 个 元 素 都 能 被 任意 素数 除 尽 就 行 了 ， 

从 定义 直接 可 以 推出 , 完备 群 的 任意 一 个 商 群 也 是 完备 群 ,此 
外 , 任意 一 组 完备 群 的 直 和 是 完备 群 . 

如 果 阿 贝尔 群 G 包 仿 一 个 完备 子 群 4， 则 4 可 作为 一 个 直 被 
加 群 从 G 中 分 解 出 来 . 

事实 上 , 设 B 是 群 G 中 和 4 的 交 等 于 零 的 极 大 子 群 里 的 一 个 ， 
这 样 的 子 群 的 存在 可 由 $7 中 所 证 明 的 定理 推出 ， 子 群 4 和 B 构 
成 群 G 中 的 一 个 直 和 ， 如 果 在 群 G 中 可 以 找到 一 个 不 属于 4 十 B 
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的 元 素 9, 则 子 群 АНВ 各 {9} 的 交 不 可 能 等 于 零 ， 因 为 不 然 的 话 ， 
子 群 4 和 B+ {9} 的 交 也 会 等 于 零 ， 而 这 是 和 B 的 选择 相 庆 刷 有 的 。* 
因此 ,元素 9 必 有 一 个 倍 元 包含 在 4 十 B 内 , 即 
27= 0-0, асА, ЄВ; 

这 里 2p 可 以 看 作 是 一 个 素数 一 一 只 要 将 g 换 成 它 的 这 样 一 个 售 
元 ,使 这 个 售 元 本 身 不 包含 在 А-В 内 ,但 它 的 一 个 素 倍 元 包含 在 
А+В ЖЯ Г. 

在 4 内 可 以 找到 一 个 元 素 ,使 pa 一 a， 于 是 就 有 

2(9 一 0) =bEB, д -аЄА+В, 
引用 记号 9 =9 一 4 。 子 群 {， 引 中 的 任何 一 个 元 素 都 有 #90 
这 种 形状 ， 其 中 0<k<p 一 1,5 EB， 如 果子 群 4 和 {9 ,B} 的 交 不 
等 于 零 , 则 在 4 里 可 以 找到 一 个 元 素 5,a 了 0, 使 
5 一 大 9 +6, 

х Н Е 50, 因为 АПВ=0, 但 因 29 ЕВ 而 整数 2 与 不 НЗ, 
从 这 个 等 式 不 难得 出 9gE4 十 B, 而 这 是 不 可 能 的 ， 在 另 一 方面 , 如 
果子 群 4 和 {9 ,B} 的 交 等 于 零 ， 又 与 子 群 B 的 选择 相 予 盾 。 这 就 
证 明了 G= 4+B. 

一 个 和 阿 贝 尔 群 中 任意 一 组 完备 子 群 的 和 是 完备 子 群 ， 

事实 上 , 如 果 已 知 阿 贝 尔 群 G 中 的 一 组 完备 子 群 44， 则 这 些 
子 群 的 和 中 的 任何 一 个 元 素 上 共有 

Galt 02 Г *** Gag 
这 种 形状 ， 其 中 а. САн. АП pu 一 aa $=1,2,..., Е, с 
Bai 十 Gz 十 十 Gow ЦЕЛ А, 的 和 内 , Н. 
р(@., Е 8.24 et Hat) = аа: ао 0а, 

Я], РД АЕ а 中 所 有 完备 子 群 的 和 4 是 G 中 的 极 大 完备 

ТЕ, Кам 


@=А-+ а’ 
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(根据 上 面 所 证 的 定理 这 种 分 解 是 存在 的 ) н, а ЛАВЫ #5 
АТЛ Е Е рз б ЕАО ТД ЕРКО ВЕ 
re ононе 
Лр Я. ДИКО 可 能 有 许多 种 这 样 的 直 分 解 ， 但 
НЕА, НИНОЙ 
ИЕ] 15). 

不 难 将 所 有 完备 阿 贝 尔 群 侈 部 描述 出 来 ， 完 备 阿 贝尔 群 当 中 
显然 包括 及 型 群 , 即 和 全 体 有 理 数 的 加 法 群 同 构 的 群 ,以 及 对 所 有 
ЗАЗ р 的 p” 型 群 (参看 57)， 事 实 上 ， 由 9” 型 群 的 定义 可 知 它 里 
面 的 任何 一 个 元 素 可 被 2 除 尽 ; 至 于 用 任何 一 个 不 等 于 了 的 素数 
ЕВА И о 95, 则 这 一 点 在 由 这 个 元 素 所 生成 的 р" 阶 循环 群 里 就 
已 经 可 以 作 到 了 ， 研究 的 结果 证 明 ， 上 面 所 讲 的 这 两 类 群 及 其 直 
和 就 是 全 部 的 全 各 和 群 . 

任何 一 个 完备 阿 贝 尔 群 可 分 解 成 一 组 天 型 群 和 对 某 些 素数 р 
的 2 ВЕН) Я Хо, 

事实 上 ,完备 阿 贝 尔 群 G 的 周期 部 分 了 也 是 一 个 完备 群 ,因为 
如 果 а 是 有 限 阶 的 , 则 方程 wz= a 的 任意 一 个 解 也 是 有 限 阶 的 ， 
出 此 ,如 上 面包 证 , 可知 存在 直 和 分 解 

Я=Е+Н, 
其 中 互 是 一 个 无 扭 群 ,并 且 因 为 它 和 一 个 完备 群 的 商 群 同 构 , 所 以 
也 是 完备 的 . 男 一 方面 ,在 $19 中 已 经 证 明子 群 了 可 分 解 成 为 对 不 
同 素数 р 的 准 素 群 Po 的 直 和 ， 这 里 每 一 个 子 群 都 是 完备 的 : 
如 来 АСЕ, 则 方程 риа 的 解 以 2 的 一 个 寡 为 阶 , 因而 包含 在 Рр 
内 , 而 任何 一 个 方程 Оха, 4 (9, р) =1 的 话 ， 则 如 我 们 所 知道 
的 ,在 子 群 {a} 里 就 可 解 . 

Я, НЕНИЯ 
的 准 素 完备 群 的 情形 就 行 了 ， 
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”如 果 G 是 一 个 无 扭 完 备 群 ,a 是 它 的 一 个 不 等 于 零 的 元 素 ， 则 


0 一 0p па, =а,_1,п=2,3, ••+ 
的 元 素 cl wa， (上 由 群 G 的 完备 性 可 知 这 样 的 元 素 存 在 ) 在 
G 里 生成 一 个 羽 型 子 群 (参看 $ 18 例 2)， 设 形 是 群 G 的 一 个 极 天 
线性 无 关 元 素 系 .我 们 用 上 面 所 指出 的 方法 将 如 中 的 每 一 个 元 素 
页 入 一 个 且 型 子 辞 内 ， 由 元 素 系 以 的 线性 无 关 性 可 知 ， 这 些 子 群 
的 和 GG 将 是 直 和 .， 此外， 这 个 和 等 于 整个 群 G， 事 实 上 ，G 中 任 
何 一 个 元 素 5 都 和 如 线 性 相关 ,也 就 是 说 , 在 在 一 个 每 式 
nb= ка, Ка, + РК. а,, 

其 中 520, аз, 42，… СМ. ЖИЛА а 里 可 以 找到 一 个 元 
Е с, 使 c 和 形 以 同一 线性 关系 式 相 关联 ， 由 此 即 有 202 一 c) 王 0， 
因而 5 二 c,G =. 

讨论 对 素数 p 的 维 肥 和 群 的 情形 时 ,首先 注意 , 谁 素 完 备 群 中 的 
任何 一 个 元 素 都 包 售 在 一 个 p” 型 子 入 内 .事实 上 ,如 果 已 知 完备 
群 中 的 一 个 р’ 阶 元 素 @, 那 末 我 们 可 引入 记号 

а, = р“ а, а2= р“ ?а, +++, аъ == та, ав = а» 

然后 从 了 倍 等 于 а, ул НҢ јака. 一 般 地 如 果 
2 0,1228 0225008, 那 示 可 以 远方 程 рса, 的 一 个 解 作为 元 
素 4as+1， 元 素 gb а, ;4w,… 慎 然 生 成 一 个 包含 元 素 a 的 入 型 
子 群 . 

利用 这 一 后 ， 可 以 在 维 容 元 备 舒 G 中 用 一 个 通 肖 的 超 穷 过 程 
选 出 一 组 型 子 群 ,使 它们 的 和 G 是 直 和 ， 并 使 得 在 G 里 不 能 再 
选 出 男 外 的 六 型 子 群 来 ， 使 它 和 GG 的 交 等 于 零 。 我 们 证 明 G 与 
сия. Ж, жа тарелка ЭНН 
G' 与 {0} 的 交 等 于 零 , 则 将 4 КЛ РР, 我 们 将 会 得 
出 一 个 和 子 群 G" 的 定义 相 矛 盾 的 结果 ， 如 果 аа’, АЕ р" ac 
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С", 则 由 于 子 群 G 的 完备 性 ， 从 它 里 面 可 以 找到 一 个 元 素 a ， 使 
2 4 = рѓа; 元 素 a 一 a' 不 等 于 零 ,但 它 所 生成 的 循环 子 群 和 G 的 交 
等 于 零 ， 这 个 情形 正 是 我 们 所 已 经 讨论 过 的 这样 就 证 明了 群 G 
是 一 些 рН ЕЕ. 

定理 证 上 毕 . 

特别 , 由 这 个 定理 可 知 , 所 有 实数 的 加 法 群 是 一 个 具有 连续 统 
杖 的 无 相 完 备 群 ,因而 可 以 分 解 成 为 一 批 呈 型 群 的 直 和 , НЕ В 
君 所 成 的 集合 具有 连续 统 势 . 

НАНТ, Чижик 
7 型 群 的 直 和 ， 将 完备 阿 贝 尔 群 分 解 成 及 型 群 与 p” 型 群 的 住 意 
两 个 直 分 解 彼 此 同 构 . 

这 定理 的 第 一 个 命题 可 由 下 面 的 事实 得 出 ， 即 完备 群 的 任何 
一 个 直 被 加 群 也 是 完备 群 一 一 如 果 C= А-В, п(а +65) =а 其 中 
а’, аСА, 'ЕВ, Іпа = а, 一 一 因而 如 以 上 所 证 , 可 分 解 成 为 一 些 R 
型 群 和 2 型 群 的 直 和 ， 

为 了 证 明 第 二 个 命题 ， 我 们 取 任 意 一 个 将 群 G 分 解 成 及 型 群 
号 型 群 的 直 分 解 加 以 考虑 、 从 这 个 分 解 中 的 每 一 个 型 直 被 
加 群 中 各 取出 一 个 不 等 于 零 的 元 素 ， 我 们 就 得 出 群 G 中 的 一 个 极 
大 线性 无 关 元 素 系 ; 因此 , 由 $ 19 中 的 结果 可 知 ，R 型 被 加 群 的 个 
数 ( 这 种 被 加 群 的 集合 的 势 ) 和 直 分 解 的 选择 无 关 ， 另 一 方面 ， 略 
定 素数 p 并 作 这 个 分 解 中 所 有 ре НИ, 我们 就 得 出 群 
G 的 一 个 子 群 4， 这 个 子 群 由 G 中 阶 是 有 限 的 且 等 于 2 Е 的 全 
体 元 素 所 组 成 ， 因 而 和 直 分 解 的 选择 无 关 ， 如 果 这 个 直 分 解 中 的 
РЕЛЕ ТВОЕ x?"， 则 子 群 4 中 阶 不 大 于 了 的 元 素 的 个 数 等 
于 2"; 如 果子 群 4 中 这 种 元 素 有 无 限 多 个 ， 则 这 些 元 素 的 集合 的 
ОС 妈 这 一 直 分 和解 中 和 型 被 加 群 的 集合 的 势 . 这 就 证 明 
了 人 型 被 加 群 的 个 数 (这 些 被 加 群 的 集合 的 势 ) 也 和 直 分 解 的 选 
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择 无 关 ， [参看 补充 . 28. 5. | 
ЕН ЛАС НЯ 
14]. 
事实 上 ,如 果 aa 和 5 是 群 G 的 元 素 而 m4 二 nb， 那么 给 定数 1 
和 Ала 中 的 一 个 ， 男 一 个 也 就 唯一 地 被 确定 。 如果 


za 天 0, 那 末 可 以 使 用 写法 5= 下 ,并且 把 元 素 5 看 成 对 元 素 a 作用 


有 理 数 域外 中 的 算 子 二 的 结果 ， 事 实 上 ,容易 验证 ,有 单位 元 的 环 
上 模 的 定义 里 (参看 $ 22) 条 件 成 立 . 

现在 容易 看 出 ， 无 扭 完备 阿 贝尔 群 的 包含 元 素 e ВНР 
由 所 有 形式 如 元 4 的 元 素 所 组 成 ， 以 下 我 们 约定 把 这 个 子 群 写作 
Ха. НИ, ЖС 是 一 个 有 限 秩 的 无 扭 完备 群 而 а, а», 50. Т, 
的 一 个 极 大 线性 无 关系 , 那么 如 以 上 所 证 ， 

“= а, + Ха, +++ Жака. 

我 们 园 时 还 约定 , 如 果 4 是 无 扭 完备 群 G 的 一 个 子 集 ， 而 加 是 域 
3 的 一 个 子 环 , 就 用 3 4 表示 群 G 中 包含 4 并 且 容许 呢 中 算 子 作 
用 的 最 小 子 群 这样 ， 老 下 是 群 G 的 一 个 极 大 线性 无 关系 ， 那 么 
М =@. 特别 地 , 这 个 记 法 我 们 将 在 58 326, 32B 中 使 用 . 

回 到 一 般 情 形 , 我 们 证 明 以 下 重要 的 定理 . 

任何 一 个 阿 贝 尔 群 部 是 某 一 完备 阿 贝 尔 群 的 子 群 

这 个 定理 的 下 述 简单 证 明 是 Kynuxos[2] 给 出 的 ， 我 们 已 经 
知道 , 阿 贝尔 群 G 可 以 表 成 一 个 自由 阿 贝尔 群 加 的 商 群 的 形式 : 


U 
G 一 元 


任 辣 取 一 个 将 群 吕 分 解 成 无 限 循环 群 的 直 分 解 ， 将 每 一 个 被 
加 人 循 环 群 嵌入 一 个 且 型 群 一 一 营 如 说 ， 用 普通 将 整数 加 法 群 嵌入 
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有 理 数 加 法 群 的 方法 一 一 , 并 作 所 有 这 些 有 型 群 的 直 和 , 我 们 就 得 
出 一 个 包含 口 的 完备 群 ， 商 群 厂 也 是 一 个 完备 群 , 并 且 包 含 万 ， 
即 包含 С. 

前 面 我 们 已 经 证 明 ， 完 备 群 可 作为 一 个 直 被 加 群 从 任何 一 个 
包含 它 的 阿 贝 尔 群 中 分 解 出 来 ， 从 上 面 的 定理 可 推出 这 个 定理 的 
一 个 逆 定 理 ( 参 看 Ваег[26]): 

如 于 阿 贝 泵 群 人 可 以 从 任何 一 个 包 仿 它 作 为 子 群 的 阿 见 尔 群 
中 作为 一 个 直 被 加 群 分 解 出 来 , 则 这 个 群 必 是 完备 群 . 

事实 上 ， 群 G 特别 应 该 作为 任何 一 个 包含 它 的 完备 群 的 一 个 
起 被 加 和 群 ， 可 是 我 们 知道 完备 群 的 任何 一 个 直 被 加 子 群 也 是 完备 
群 . 

下 面 的 定理 部 分 地 包括 在 Baer 的 论文 [26] 内 ,完全 的 证 明 则 
хе: Куликов 给 出 的 , 这 个 定理 补充 了 关 干 任何 一 个 阿 贝 尔 群 可 婴 
入 完备 群 内 的 定理 . 

在 住 何 一 个 包含 已 知 群 @ 的 完备 阿 贝尔 群 里 ， 至 少 可 以 找 出 
一 个 完备 子 群 来 ， 使 它 在 所 有 包含 @ 的 完备 子 群 中 为 极 小 ， 在 任 
何 两 个 包含 G 的 极 小 完备 群 之 间 必 有 一 个 同 构 对 应 ， 使 它 是 群 @ 
的 恒 等 自 同 构 的 延 拓 ， 

事实 上 , 设 群 G 包含 在 完备 群 G 内 ， 因 为 一 个 递增 完备 群 列 
的 并 集 还 是 一 个 完备 群 ， 故 群 & 中 与 G 的 交 等 于 零 的 完备 子 群 当 
中 存在 极 大 的 ， 设 豆 是 这 种 完备 子 群 之 一 。 存 在 一 个 直 分 解 

а=Н-Р, 
并 且 , 如 我 们 所 知道 的 , 可 以 选择 子 群 了， 使 包含 子 群 G， 作 为 一 
个 完备 群 的 直 被 加 子 群 了 也 是 完备 的 ， 并 且 这 就 是 我 们 所 要 求 的 
包含 G 的 极 小 完备 子 群 、 事 实 上 ， 如 果 存 在 一 个 包含 于 G 和 了 之 
间 的 完备 子 群 六; 


pt tp a ft pr "A rn 4 А ЗГТ о! . 
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СРСР, 


F=F'+F'', 
即 
а= Е' +(F" +H). 
Ф Е'' 是 完备 的 , ВЕРН ШЕЯ, НАТЕ" ЬН 与 
G 的 交 等 于 零 , 故我 们 得 出 了 和 子 群 总 的 选择 相 矛 盾 的 结果 : 
现在 设 КР, 和 ;是 包含 群 G 的 任意 两 个 极 小 完备 子 群 。 由 于 
群 G 的 不 完备 性 , 在 它 里 面 可 以 找到 一 个 元 素 a, 使 对 某 一 素数 р, 
方程 
2X 一 4 
在 G 中 没有 解 . 设 5 和 5 分别 是 这 个 方程 在 Fi 和 ;中 的 解 . 
如 玉 将 子 群 G 和 伍 等 地 映 成 其 自身 ,并 命 5.9' = 6,, 我 们 就 得 出 子 群 
让 二 {4G,51} 和 本 ,== {С, 0) 之 间 的 一 个 同 构 对 应 P 
设 对 小 于 某 一 & 的 所 有 序数 8 都 已 在 下 中 找到 了 构成 一 个 
递增 列 的 子 群 了 ,9, 在 ,中 找到 了 子 群 了 2， 并 且 在 子 群 ,全 
和 了 .之 间 建 立 了 同 构 对 应 , 使 每 个 同 构 对 应 都 是 前 面 的 同 构 对 
应 的 延 拓 ， 如 果 a 是 一 个 极限 序数 , 我 们 就 用 Re 一 1 2) 表 示 
РОЗ, ЖАЮ ф (Ва) ПЗ М (Еф. ЩИ 
a 一 1 存在 , 则 可 设 a 为 F,“ 中 的 这 样 一 个 元 素 , 使 对 某 一 素数 
р, Ув 
PL Us 
ВЕ Ро рН, ЗЕН, 表示 这 个 方程 在 Fi 中 的 解 ， 如 果 
a9%“* = аз, 而 是 方程 
: DY 一 G2 
ЖЕ, АН, 我们 就 命 
Е, = {Р,70, Db}i=1,2,. 
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ЕР." Фе ?重合 而 将 六 映 成 6» 的 上 映射 “将 是 Pi 和 
1 之 间 的 一 个 同 构 . 
这 个 构造 方法 可 以 一 直 继 续 下 去 , ТТЕР, ОЯ Р, 5 
ФТ, 即 直 到 它们 分 别 与 Е, ХР, 重合 时 为 止 ， 定 理 证 毕 . 
注意 ， 一 个 完备 群 里 的 确 可 能 存在 多 个 包含 已 知 子 群 @G 的 极 
小 完备 子 群 。 例 如, 设 4 和 B 是 两 个 上 ”型 群 , 4 的 生成 元 是 


人 19 05°, аду "9 


та,= 0, ра... =а,,п=1, 2+, 
В 的 生成 元 是 
bi, b,,.…,b,, 
定义 关系 是 


p01=0, po,41= brn, N= 1,2,..., 

则 在 它们 直 和 中 , 子 群 {ai} 包 含 在 子 群 4 内 , 也 包含 在 由 元 峙 
аз, do 十 Di Gn БЫ у 

所 生成 的 2p” 型 子 群 内 ，[ 参 看 补充 ,28. 4. ] 


$24. 循环 群 的 直 和 
我 们 已 经 研究 过 了 可 以 分 解 成 循环 群 直 和 的 两 类 阿 贝尔 群 ， 
即 : 自由 阿 贝 尔 群 一 一 也 就 是 任意 多 个 无 限 循环 群 的 直 和 , 和 具有 
限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 一 一 也 就 是 有 限 多 个 任意 循环 群 的 直 
和 .六 些 群 有 一 系列 的 共同 性 质 ， 我 们 要 证 明 这 些 性 质 是 任意 多 
个 任意 循环 群 的 直 和 所 有 具有 的 性 质 ， 显 然 , 在 研究 这 些 群 的 时 候 ， 
可 以 假定 这 些 直 和 中 所 有 有 限 被 加 循环 群 都 是 对 某 些 素数 的 准 
大 末了 山中 尔 烙 能 合 分 解 成 循环 群 的 直 积 的 问题 ， 有 许多 判定 
法 ， 现 在 我 们 就 要 举 出 这 些 判定 法 中 的 一 个 ， 这 是 关于 准 素 群情 


”HP 
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形 的 判定 法 .但 是 我 们 先 要 引进 一 些 概念 ， 这 些 概念 对 整个 准 素 
阿 贝 尔 群 的 理论 都 是 基本 的 . 

如 果 群 G 是 (对 某 一 素数 bp 的 ) 一 个 准 素 群 ， 则 它 里 面 所 用 
阶 元 素 ( 包 括 零 元 在 内 ) 的 集合 是 一 个 子 群 ， 这 个 子 群 基 至 还 是 一 
个 全 特征 子 群 , 称 为 群 G 的 底层 . 

准 素 群 G 的 元 素 ae 称 为 一 个 无 限 高 度 元 素 ， 如 果 6 天 0， 而 对 
任意 в, 方程 

DZ 一 6 

在 群 G 中 至 少 有 一 个 解 ， 如 果 这 个 方程 只 有 在 8 和 2 时 才 在 G 里 
可 解 , 那 我 们 就 说 元 素 c ЖИВА, ПА п. 

应 该 指出 , 确切 一 点 的 说 法 应 是 元 素 4 在 群 G 中 的 高 度 , 因为 
这 个 元 素 在 群 G 的 子 群 二 里 的 高 度 可 能 比 它 在 整个 群 G 中 的 高 度 
ЖИЛ. 

由 高 度 的 定义 立即 可 得 出 元 素 的 高 度 具 有 下 述 性 质 ， 如 果 元 
ж а: 和 a; 在 群 G 中 分 别 有 高 度 А, Р, ИЕ В, <А, ЧУС а, 
十 as 的 高 度 等 于 В, ИЕ А = 8 = 时 则 这 个 和 的 高 度 大 于 或 等 
Е В. ла 的 高 度 是 4,， 则 元 素 ра 的 高 度 大 于 或 等 于 十 1. 
жол а ЖИ В 生成 同一 侦 环 子 群 ; 则 它们 在 群 G 中 的 高 度 相 等 . 
如 采 群 G 可 分 解 成 直 和 ， 那 未 包含 在 某 一 被 加 子 群 里 的 元 素 在 该 
子 群 中 的 高 度 等 于 它 在 整个 群 G 中 的 高 度 ， 一 个 直 和 中 任意 元 素 
的 高 度 , 等 于 在 它 的 各 个 分 支 中 所 有 高 度 里 面 最 小 的 一 个 . 

在 完备 维 崇 群 中 ,并 且 只 有 在 这 种 群 中 , 所 有 元 素 都 有 无 限 高 
№. 除 此 之 外 ， 如 果 准 素 群 G 的 底层 中 每 一 个 元 素 都 在 G 中 有 无 
限 高 度 , 则 避 是 完备 群 。 事 实 上 ， 设 已 经 证 明 群 G 中 所 有 阶 元 
素 都 有 无 限 高 度 ， 如 果 a 是 这 些 元 素 里 面 的 任意 一 个 ， 5; 和 5 是 
方程 pt 二 4 的 任意 两 个 解 , Шо р. ро 起 一 个 卫 阶 元 素 ， 因 而 
具有 无 限 高 度 ， 由 此 根据 上 段 中 的 第 一 命题 ,元素 5; 和 2 有 相同 
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高 度 ， 但 因 元 素 e 有 无 限 高 度 ， 故 在 方程 zz=a 的 解 中 可 以 找到 
高 度 大 于 任何 预定 自然 数 的 元 素 ， 因此, 对 任意 р" 阶 元 素 4, 方程 
рх = а 的 所 有 解 一 一 即 所 有 р" 阶 元 素 在 G 里 有 无 限 高 度 . 

现在 我 们 证 明 Куликов[2 9 РЖ. 

准 系 阿 贝 尔 群 GG 可 分 解 成 御 环 群 的 直 和 的 充分 必要 和 条件， 是 
它 能 够 表 成 这 样 一 个 递增 子 群 列 : 

АС АС... С А СС... (1) 

的 并 集 ， 其 中 每 一 个 子 群 里 的 元 素 在 群 G 中 的 高 度 都 是 有 限 的 ,而 
Ае 7 Ж. 

”证 明 . 如 果 群 G 已 经 表 成 了 一 些 循环 群 的 直 和 ， 则 可 取 这 一 
分 解 中 阶 不 大 于 р" 的 循环 被 加 子 群 的 和 作为 子 群 АО, п=1, 
2, .... 

反之 , 设 群 G 可 表 成 满足 所 述 条 件 的 递增 群 列 (1) 的 并 集 ， 我 
们 从 子 群 4 的 jp 阶 元 素 当 中 取出 一 个 在 G 中 具有 最 大 可 能 高 度 
的 元 素 作 为 z1; 这 样 的 元 素 是 存在 的 因为 子 群 4 中 的 元 素 在 群 
G 中 的 高 度 全 体 有 界 ， 

兹 假设 对 小 于 某 序数 6 的 所 有 序数 a， 在 群 G 中 都 已 选 出 了 
适合 下 列 条 件 的 元 素 za; 

1) 所 有 元 素 2, 的 阶 都 是 р; 

2) 如 有 元 素 ze 包含 在 子 群 4 中 内 , 但 不 包含 在 42 Ор, В. 
С. 是 由 所 有 元 素 zx' (а <a) 所 生成 的 子 群 , 则 : 

а) 子 群 0 包含 子 群 4"" 的 整个 底层 А”; 

6) zc 不 包含 在 子 群 0。 内， 且 子 群 A 的 不 属于 С, 的 所 有 
НЫ ze 在 群 G 中 的 高 度 为 最 大 . 

如 条 由 所 有 元 素 za(wa<B) 所 生成 的 子 群 Cs 还 不 等 于 整个 群 
СЕКА С, 屠 赤 还 页 以 吊 下 面 的 方法 选 出 一 个 元 素 xp: 由 2a) 可 
知 ,在 这 样 的 情况 下 必 存 在 一 个 自然 数 п, 使 所 有 元 素 ze 都 包含 在 
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4 人 内 ， 但 不 全 都 包含 在 А Ор. ШАТ О 不 等 于 41”, 那 末 
我 们 可 从 子 群 4 中 不 属于 Cs № р 阶 元 素 当 中 选 出 一 个 在 G 中 
有 具有 最 大 高 度 的 元 素 作为 ze。 如 果 Cs 和 АА, 那 末 我 们 就 从 
序列 (1) 中 底层 大 于 Co 的 最 小 子 群 中 选 出 一 个 类 似 的 元 素 作 为 ze. 
显然 ， 在 两 种 情况 下 我 们 都 利用 到 了 定理 表述 中 对 子 群 4 所 加 
上 的 要 求 ， 

因此 , 选择 元 素 д. 的 过 程 可 以 一 直 继 续 下 去 ， 直到 这 些 元 素 
能 够 生成 群 G 的 整个 底层 为 止 ， 设 在 对 小 于 ?的 所 有 & 选 出 元 素 
д. №, 元素 ze 生成 群 G 的 整个 底层 ， 由 蕊 和 26) 可知， 和 群 G 的 底 
层 有 一 个 直 分 解 

G,= > 14,.}. (2) 


а < у 
设 元 素 xx 在 群 G 中 的 高 度 是 有 ,而 ys 是 G 中 的 这 样 一 个 元 素 , 使 
р". = Xe. | 


由 于 (2), 19.) 构成 一 个 直 和 , 这 个 直 和 我 们 用 了 来 表示 
F= > {4,}. (3) 


兹 证 明 群 G 中 的 任何 一 个 p 阶 元 素 8 (由 于 GICF, 元素 2 必 
包含 在 矶 内 ) 在 子 群 玉 内 的 高 度 和 它 在 整个 群 G 中 的 高 度 相 等 。 事 
实 上 ,根据 (2), 元 素 2 可 写成 
z 一 2 十 ,十 十 2 
这 种 形状 ,其 中 xz。 (t==1,2,…, 1) 是 元 素 ze 的 非 零 们 元 , 因而 在 
群 G 中 和 子 群生 中 有 同一 高 度 h。,。 由 于 直 分 解 (3)， 元 素 z 在 子 
РОФЕ Е А ЗЯ А, (11,2, …,2) 中 最 小 的 一 个 ， 这 个 
元 素 在 群 G 中 高 度 不 可 能 比 h 小 ; 现在 我 们 证 明 这 两 个 高 度 也 不 
司 能 比 孙 大， 设 久 是 这 样 一 个 足 数 ,使 得 А = 二 kh， 但 在 i>k 时， 
>В. ЖЖ 
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а= (На) (аа) 
НАУ 55 — ЗА ЛЕТЕ (24 в =п 时 ), 或 者 它 在 群 G 中 的 高 度 严 格 
大 于 ?2， 至 于 第 一 项 , 则 因为 它 不 包含 在 子 群 C。 内， 改 它 在 G 中 
的 高 度 不 能 大 于 元 素 zs, 在 G 中 的 高 度 ， 也 就 是 说 ， 不 能 大 于 及， 
二 h， 因 为 不 然 的 话 ， 我 们 就 会 得 出 与 对 元 素 zx。 的 选择 所 附加 的 
条 件 26) 相 矛 盾 的 结果 .由 此 可 知 ,元素 z 是 G 中 高 度 不 同 的 两 
Мос НЯ, 它 在 群 G 的 高 度 等 于 这 两 个 高 度 中 的 较 小 者 ,因而 不 
会 比 朋 大， 这 就 证 明了 元 素 z 在 G 和 了 中 有 同一 高 度 . 
现在 假定 G 不 等 于 了. 设 9 是 群 @G 中 不 属于 环 的 元 素 中 阶 最 
小 的 一 个 ,并 设 其 阶 为 8’; 显然 s 宇 2， 元 素 119 的 阶 等 于 p， 因 
而 包含 在 了 内 ,并且 , 如 以 上 所 证 ,在 了 和 G 中 有 同一 高 度 ， 因 此 ， 
在 了 中 可 以 找到 一 个 元 素 f, 使 
| 0 了 一 2 'g. 

元 素 9 一 了 的 阶 不 大 于 天 -5 也 就 是 说 , 元 素 g 一 f 包含 在 内， 但 
这 样 一 来 ,元 素 9 也 应 属于 了 ,而 这 和 我 们 的 假定 相反 ， 这 就 证 明 
了 等 式 G= 玉 判定 法 的 证 明 到 此 结束 ，[ 参 看 补充 ， 28. 2. ] 

和 由 这 个 判定 法 可 以 推出 Prifer[2] 的 下 氢 两 个 定理 , 在 准 素 阿 
贝尔 群 的 理论 中 ,这 是 两 个 基本 定理 . 

Priifer 第 一 定理 : 元 素 的 阶 全 体 有 界 的 准 素 阿 贝尔 群 可 分 解 
成 循环 群 的 直 和 . | 

事实 上 ,在 这 一 情形 下 所 有 元 素 的 高 度 都 是 有 限 的 , 并 且 全 体 
有 赛 ， 因 此 可 以 命 所 有 子 群 4 等 于 整个 群 ， 而 应 用 Kymmgos 判 

Priifer 第 二 定理 ; 不 包含 无 限 高 度 元 素 的 可 数 准 素 群 , 可 分 解 
成 衢 环 群 的 直 和 . 

ЗЕ, АРЕНЕ ЛЕВОЕ НН 
生成 元 的 子 群 的 递增 列 的 并 集 , 并 且 由 群 的 周期 性 与 交换 性 可 知 ， 


TT we ee асад Hi ll mE "ppp ЕА HE HE HH RT а Ее т 


$ 24， 循 东 群 的 直 和 191 


这 些 子 群 全 是 有 限 群 ， 根 据 我 们 的 条 件 ， 每 个 子 群 中 的 元 素 在 整 
个 群 中 的 高 度 都 是 有 限 的 , 但 因为 这 些 元 素 只 有 有 限 多 个 , 故 元 又 
авн Я. 

由 Куликов 判定 法 还 可 以 引出 下 述 结果 的 一 个 简单 证 明 . 

可 分 解 成 循环 群 的 直 和 的 准 素 群 G 中 ， 年 一 个 子 群 玖 也 可 以 、 
分 解 成 乌 环 群 的 直 和 ， 

事实 上 , 根据 Куликов 判定 法 ， 群 G 可 表 成 一 个 递增 子 群 列 
А (п =1,2, …) 的 并 集 ， 其 中 每 个 子 群 4 中 中 所 有 元 过 在 群 G 中 
的 高 度 都 是 有 限 的 , 上 且 全 体 有 界 ， 如 果 

B® =НПА®, (п 一 工 ， 2, ...), 

则 每 个 子 群 3 中 所 有 元 素 在 群 G 中 高 度 都 是 有 限 的 ， 且 全 体 有 
界 ， 其 在 子 群 豆 中 的 高 度 当 然 更 是 如 此 ， 但 子 群 豆 是 子 群 了 四 的 
并 集 , 故 只 要 再 用 一 次 KyndKos 判定 法 就 行 了 . 

现在 我 们 可 以 停止 对 准 素 群 的 讨论 ， 重 新 回 到 一 般 的 情形 上 
来 ， 由 前 面 的 结 示 和 和》19 中 的 关于 和 目 由 癌 贝尔 群 的 子 群 的 定 理 ， 
可 以 得 出 下 面 的 一 个 一 般 结果 . 

可 分 解 成 衢 环 群 的 直 和 的 阿 贝 尔 群 G 中 ， 每 一 个 子 群 百 也 可 
以 分 解 成 循环 群 的 直 和 . 

事实 上 , ДЕ G 定 群 G 的 周期 部 分 ， 则 因 群 G 是 循环 群 的 直 
和 , 它 就 可 以 分 解 成 子 群 G* 和 一 个 自由 子 群 S 的 直 和 .根据 同 构 


定理 , 子 群 万 对 其 周期 部 分 及 * 的 商 群 与 群 -全 的 一 个 子 群 同 构 ,也 


就 是 说 , 与 群 38 的 一 个 子 群 同 构 ， 因 此 , 群 F 是 一 个 自由 群 的 子 
群 ， 因 而 也 是 一 个 自由 群 ， 这 就 是 说 , ВЕН ЯЗ НА 
自由 子 群 的 直 和 ( 见 $ 19 末 尾 处 )， 其 次 , 群 G* 是 对 不 同 素数 的 
准 素 子 群 的 直 和 ， 且 每 一 个 这 样 的 子 群 都 是 循环 群 的 直 和 ， 子 群 
Н* 可 分 解 成 为 它 和 这 些 准 素 群 之 交 的 直 和 ， 最 后 只 要 利用 上 面 
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所 证 明 的 关于 可 分 解 成 循环 群 直 和 的 准 又 群 的 子 群 定理 就 行 了 . 

如 村 阿 贝尔 群 G 可 分 解 成 衢 环 群 的 直 和 ， 则 这 个 群 的 任何 一 
小 直 分 解 可 以 继续 分 解 到 成 为 衢 环 群 的 直 和 ， 

事实 上 ,根据 于 面 的 定理 , 群 G 的 每 个 直 被 加 子 群 可 以 分 解 成 
人 循环 群 的 直 和 . 

如 采 阿 贝尔 群 G 可 分 解 成 衢 环 群 的 直 和 ， 则 任意 两 个 将 区 分 
解 成 无 限 衢 环 群 各 有限 准 素 衢 环 群 的 直 分 解 彼 此 同 构 ， 

事实 上 ， 在 这 两 个 直 分 解 中 被 加 的 无 限 人 循环 群 的 个 数 等 于 群 
G 的 秩 , 因而 与 直 分 解 的 选择 无 关 ， 其 次 ,一 个 直 分 解 中 ， 阶 为 素 
数 了 的 笑 的 那 种 锌 加 群 ， 生 成 一 个 和 直 分 解 的 选择 无 关 的 叭 素 子 
де. НИНЕ У ЖЕ Г. 

任 取 一 个 将 和 群 G 分 解 成 循环 群 的 直 分 解 ， 并 用 4 中 表示 这 个 
直 分 解 中 阶 为 py" 的 直 被 加 群 的 和 ; 如 果 这 样 的 直 被 加 群 不 存在 ， 
яв 4 三 0， 于 是 我 们 有 

© = 49 4- АЎ... Д ..., 
与 此 相应 , ЖО 的 底层 分 解 成 群 А’ 的 底层 的 直 和 
С = АЊА БА 6, 

设 | 


Ве = А -|- АР р, 
则 
В 一 A{ В+, 
由 此 名 有 


АВ /DG+D， п=1,2, += 

然而 很 容易 看 出 , 子 群 B(=1,2,…) 可 以 不 依赖 于 所 讨论 的 群 
G 的 直 分 解 而 确定 : 这 个 子 群 包含 群 G 中 高 度 不 小 于 2 一 工 的 所 有 
рос, ВУ Ел, МИ, Е АО Нр, 
З55, 可 由 群 G 本 身 所 决定 ; 但 因为 群 44% 作为 阶 数 同 为 各 的 人 
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环 群 的 直 和 , 可 由 它 的 底层 及 数 % 所 完全 决定 , 于 是 任意 两 个 将 群 
G 分 解 成 循环 群 的 直 分 解 之 问 的 同 构 关系 就 此 证 明 . 

最 后 ， 从 循环 群 直 和 的 子 群 定 理 可 以 证 明 下 面 的 命题 . 

任何 一 个 阿 贝 尔 群 都 是 一 个 由 循环 群 直 和 所 构成 的 可 数 递 增 
列 的 并 集 . 

对 于 完备 群 来 说 ， 这 是 很 显然 的 ， РЕТ 型 群 都 是 
ВЕНЕ. РЕК ДЛЯ G， 那 末 如 前 一 节 所 
ПЕВА НУ, ‘ту УЕ С р. Ми, 如 果 G 是 某 一 个 由 
循环 群 直 和 所 构成 的 递增 列 的 并 集 ， 由 经 是 由 它 和 这 些 循 环 群 直 
和 的 区 所 构成 的 递增 列 的 并 集 ， 但 这 些 交 本 身 可 以 表 成 循环 群 的 
Вт, [参看 补充 28. 3. ] 


$25. 纯 子 群 

阿 贝尔 群 G 的 子 群 C 称 为 一 个 纯 子 群 ， 如 果 对 于 CO 中 的 任 溶 

元 素 с 和 任意 自然 数 n, 由 方程 

пі 一 上 
在 群 @ 中 可 解 即 可 推 知 它 在 子 群 局 中 也 可 解 ， 零 子 群 , ОЖ, 
群 G 的 直 被 加 子 群 及 其 周期 部 分 ， 都 是 纯 子 群 的 例子 . 

由 定义 可 以 看 出 ， 如 果子 群 C 是 群 G 里 的 纯 子 群 ， 子 群 C 是 
СЕР, ПС 是 G 里 的 纯 子 群 ， 另 一 方面 ， 一 个 由 纯 子 群 
所 构成 的 递增 列 的 并 集 也 是 一 个 纯 子 群 . 

如 果 〇 是 群 G 里 的 纯 子 群 ， 则 在 群 全 的 子 群 和 群 G 中 包含 
的 子 群 之 间 的 自然 相互 单 值 对 应 下 , 纯 子 群 相互 对 应 ， 

事实 上 ， 充 和 群 G 的 子 群 4 包含 子 群 C. МА а 里 的 纯 子 

n(g+0)=a+C, «ЕД, 
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则 
89 一 和 十 cd 
因而 由 于 4 是 纯 子 群 ,在 它 里 面 可 以 找到 一 个 元 素 a ,使 na "=a 
с, В 
п(а' 1-0) =а-+ (С, 
这 就 证 明了 全 是 群 分 的 一 个 纯 子 群 ， 而 且 在 证 明 中 并 没有 用 到 O 
古 纯 子 群 这 一 事实 ， 
现在 设 合 是 群 方 的 纯 子 群 ， 并 设 G 中 存在 一 个 元 素 9， 使 tg 
=0, 其 中 aE4, 由 此 即 有 
n(g+C)=a+C, 
因而 在 4 中 可 找到 一 个 元 素 qa, 使 
п(а +С) =а+ 0, 
ВП 
па =а+с, сЕС. 
НИМ пд =а, 可 得 由 
nla —9) =е, | 
由 于 人 РА ЕЕ 4576207, 使 2c =c， 这 样 一 
ЖЕН 
а=п(а —с’), 
шла 一 包含 在 4 内 , 故 证 得 4 是 @G 的 纯 子 群 . 
ДЕ ЙЕ ЗА ВЕНУ Л, 纯 子 群 的 定义 和 下 面 的 命题 等 价 : 
子 群 CC 是 (对 Dp 的 ) 准 素 群 Q 的 纯 子 群 ， 当 上 且 仅 当 C 中 每 个 元 
素 在 子 群 C 中 和 在 整个 群 G 中 有 同一 高 度 . 
事实 上 , 用 和 % 互 素 的 任意 整数 来 除 一 个 元 素 的 运算 , 在 每 一 
ТЕТ. 
下 面 一 个 更 广 的 结果 成 立 : 


2. ннат ааннара нае Ч Я АА чер ЯНА АНТОНА рН Ч НААМА 
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子 群 OC 是 准 素 群 G 的 纯 子 群 的 充分 条 件 是 ; 子 群 C 的 底层 中 
每 个 元 素 在 CC 中 与 在 GG 中 有 同一 高 度 ， 

事实 上 ,假定 已 经 证 明了 C 中 每 个 入 Мос СНЕС 
有 辐 一 高 度 ， 并 设 在 C 中 给 出 了 一 个 2”“ 阶 的 元 聚 c， 如 果 群 G 
中 存在 一 个 元 素 g, 使 py 一 6 则 等 式 2 9 = ре ХДЕ, 1 ЕЖ 
2 包含 在 子 群 C 肉 ,并且 它 的 阶 等 于 р", 改 根据 归纳 假定 ， 在 人 内 
可 找到 一 个 元 素 5 ,使 с =рс. ШН 

р(р"с' 一 C) 一 0， 
也 就 是 说 , 包含 在 C 内 的 元 素 p*c' 一 6 的 阶 等 于 p， 但 
pC с = р“ (с — 0), 
ВОЛЕ С 中 可 找到 一 个 元 去 cc ， 使 20 一 一 2 НН 
с= р“ (с —с''). 

АНН Г с 在 G 中 和 在 C 中 的 高 度 相等 . 

如 果 准 素 群 (的 纯 子 群 C 包含 群 G 的 整个 底层 ， 则 C 和 GG 相 
重合 . 

事 灾 上 , ДЕС 不 等 于 C， 则 命 8g” 为 G 中 不 包含 在 0 里 的 
ло УЕ АЗАУ ИТ, 0221, Жат а 为 这 些 元 素 之 一 ， 元 素 ра 已 经 包 
含 在 子 拜 C 内 ,但 在 这 时 由 于 CC 是 纯 子 群 ,在 它 里 面 可 以 找到 一 个 
元 素 c, рс= ра. зж 4 一 5 的 阶 竺 于 р, 也 就 是 说 ， 属 于 子 群 C， 
Ноа 也 会 包含 在 C 内. | 

上 面 已 经 指出 ， 阿 贝尔 群 的 任何 一 个 直 被 加 子 群 是 这 个 群 里 
的 一 个 纯 子 群 。 这 个 事实 的 反面 还 不 能 成 立 ， 可 以 证 明 ， 如 果 阿 
贝尔 群 G 可 以 分 解 成 循环 群 的 直 和 ， 并 且 这 些 被 加 箱 环 子 群 的 阶 
不 全 体 有 界 的 话 ， 则 G 必 包含 一 个 不 能 作为 直 被 加 子 群 的 纯 子 群 
(参看 PriiferL 21). 

为 了 证 明 这 一 氮 ， 只 限于 考虑 CG 是 可 数 个 循环 群 的 直 和 这 一 
情形 就 行 了 ， 设 这 些 人 循环 群 的 生成 元 是 а, а», py Gn;…， 并 这 其 
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阶 分 别 为 25 р", ..’, р", .., Н. 
пра < < 
我 们 用 五 表示 群 G 中 由 元 又 bi, bs, о." bn, ТЖ ХНУ РА, 其 中 
б, 一 Ga 一 ntl "тан, 1» п=1, Lv 


НЕЕ В БНР: 


м м 
而 一 У, = Па, 十 人 > (1 一 3р tl) Gg, 
п-2 


п= 1 


— lwp Nl лау (1) 

这 个 元 素 在 G 中 的 高 度 ， 等 于 能 除 尽 等 式 右 端 生成 元 m (0=1,2, 

…, NN 十 1) 的 所 有 系数 的 素数 p 的 最 大 过 指数， 很 容易 看 出 ,在 这 

时 所 有 系数 1,(n 二 1, 2,…, NW 十 1) 也 能 被 p 的 这 个 徊 指数 整除 , 因 

而 元 素 在 子 群 五 中 和 在 群 G 中 有 同一 高 度 ， 这 就 证 明了 五 是 G 
的 一 个 纯 子 群 . 

子 群 如 中 任意 元 素 大 的 表示 式 (1) 表 明 , 这 个 子 群 不 包含 元 素 


ma: 的 异 于 零 的 倍 元 ， 此 外 ， 商 群 妆 将 是 一 个 9” 型 群 ,因为 它 可 由 
НЕ а, а, + НИ 生成 , 而 这 些 生成 元 适合 关系 式 


р”: =0, рва =а, R=1,2, ee, 

由 此 可 知 , 子 群 瑟 不 能 是 G 的 直 被 加 子 群 ,不 然 的 话 ， 群 G 将 
有 一 个 2 РЕ, 而 这 是 和 前 一 节 中 所 证 明 的 循环 群 直 和 的 子 群 
ДЕН ЛА Н. [参看 补充 29. 2. ] 

现在 我 们 要 证 明 两 个 定理 ， 指 明 在 怎样 一 些 条 件 下 一 个 纯 子 
群 将 是 一 个 直 被 加 子 群 。 其 中 第 一 个 定理 可 以 看 作 是 § 19 中 所 证 
明 的 定理 一 一 如 果 阿 贝尔 群 对 其 某 一 子 群 的 商 群 是 自由 群 ， 则 这 
个 子 群 可 作为 一 个 直 被 加 子 群 分 解 出 来 一 一 的 推广 ， 因 为 如 果 一 
ЖЕ Н РАВЕН, ХЕ 
纯 子 群 ， 
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和 如果 阿 贝尔 群 G 的 子 群 CO 是 纯 子 群 ， 且 商 群 二 二 可 分 解 成 


循环 群 的 直 和 , 则 CC 是 G 的 一 个 直 被 加 子 群 ， 
Е, © 

G= > '{а.}. (2) 
从 每 一 个 陪 集 中 可 以 选 出 这 样 一 个 代表 元 a 来， 使 它 的 阶 等 
于 元 素 а. ЖС 中 的 阶 ， 如 果 元 素 а, 的 阶 是 无 限 的 ， 那 末 这 是 
很 显然 的 ; 如 采 元 素 a 的 阶 是 有 限 的 且 等 于 ,而 as 古 陪 集束 中 
任意 一 个 元 到 , 则 元 内 nas 将 包含 在 C 内 ; 这 时 ,由 于 C 是 纯 子 群 ， 
在 它 里 面 可 找到 一 个 元 素 c， 使 广 足 等 式 пс =па.. 这 就 可 以 取 元 
а, —с 作为 元 素 а, 这 个 元 素 显 然 包含 在 陪 集 a 内. 

”我 们 用 4 表示 和 群 G 中 由 所 有 元 素 a。 所 生成 的 子 群 . 子 群 4 和 
C 一 道生 成 整个 群 G, 而 它们 的 奖 则 等 于 零 ， 事实 上 , 如 果 这 个 交 
Нё, 

с= а, + Еа, з 
则 在 群 С 里 等 式 
ра. +... 一 0 
成 立 ; 由 于 (2) 从 这 个 等 式 可 得 出 do, 二 0, i 二 1,2,…,n， 但 由 此 
即 可 得 出 Л.а. 二 0, 1 二 1,2,…, п, 因而 c= 二 0。 这 就 证 明了 直 分 解 
С=О А 

存在 . | 

下 面 的 定理 (PriferL2j，KyzmHKoBLI]) 在 今后 要 不 止 一 次 地 
用 到 . 

如 果 阿 贝尔 群 @ 里 的 纯 子 群 C 是 一 个 周期 群 ， 并 且 C 里 面 的 
元 素 的 阶 全 体 有 界 ， 则 人 是 好 的 一 个 直 被 加 子 群 . 

Е, КРС 中 所 有 无 素 的 阶 都 是 整数 么 的 因子 .我们 
用 nG 表 示 群 G 中 能 在 这 个 群 内 被 整数 % 所 整除 的 元 素 的 集合 .很 


re Оита ирчи ч.0 фон с 
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容易 看 出 这 个 集合 是 一 个 子 群 . РИС 和 па. 这 个 交 
里 的 每 一 个 元 素 都 能 在 G 中 被 % 整除， 因而 也 应 该 在 纯 子 群 C 里 
о ВЕ, 而 在 C 内 任意 一 个 元 素 的 % 倍 都 等 于 零 ， 这 样 一 来 , 子 
群 C 和 nG 就 构成 群 G 里 的 一 个 直 和 , 这 个 直 和 我 们 记 作 忌 ， 


Н =С- пс. (3) 
现在 让 我 们 考虑 商 群 G= -所 ,并 证 明 召 的 子 群 媚 一- 是 一 


个 纯 子 群 。 首 先 注意 ， 群 G 里 每 一 个 元 素 的 阶 都 是 % 的 因子 ， 而 
瓦 中 的 每 一 个 元 素 都 能 写成 c 十 nG 这 种 形式 ， 其 中 cEC。 现在 设 
元 素 "十 2G 在 群 G 中 可 被 整除 ， 
Е(9 па) 一 CC 十 2C， 
并 且 可 以 只 考虑 是 % 的 一 个 因子 пы 的 情形 。 从 这 里 即 有 
kg=Cc+ng , 
从 而 
c=k(g—k'g ). 
由 于 CC 是 纯 子 群 ,在 它 里 面 可 以 找到 一 个 元 过 0, 使 Ле ==с, В 
Fle +nG) =с-+ па, 
这 就 证 明了 Н 是 群 G 里 的 一 个 纯 子 群 ， 


因为 商 群生 中 所 有 元 素 的 阶 全 体 有 界 ， 它 可 以 分 解 成 有 限 多 


个 准 素 群 的 直 和 ,而 根据 Prifer 第 一 定理 ( 见 前 节 )， 每 个 准 素 群 
又 可 分 解 成 循环 群 的 直 和 , 因此 , 如 以 上 所 证 ， 豆 将 是 и 
被 加 子 群 : / 
G=H+F. (4) 
我 们 用 也 表示 子 群 请 在 群 中 的 原 象 , 也 就 是 说 , РЕ, 
(ФУНТА, 
{H,F} =G, HNF=nG, 
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因而 , 考虑 到 (3)， 
{0,F}=G, CNF=0, 
也 就 是 说 ， 
G=C+F, 

хе: Л че ЛЕНА НУ. 

从 这 个 定理 可 以 推出 一 系列 有 趣 的 结论 (参看 Kynuxos[1])， 
其 中 有 几 个 我 们 将 要 在 $ 29 里 提 到 [参看 补充 29.5. J] 现在 我 们 证 
明 下 面 的 预备 定理 (PriiferL2]). 

预备 定理 : 如 呆 ( 对 Dp 的 ) 准 素 群 G 中 的 元 素 a 具有 阶 2 和 有 
оп, Далласа 的 一 个 9"'! 阶 直 被 加 循环 子 群 
内 . 

事实 上 , 设 5 是 这 样 一 个 元 素 , 它 使 得 р а, {6} 的 底 
层 即 子 群 {fa}， 并 且 {q} 中 每 一 个 元 素 在 {6} 里 和 在 G 里 有 相同 高 
度 ， 由 此 根据 以 上 所 证 ， 可 知 {6} 是 群 G 里 的 一 个 纯 子 群 ,而 因为 
在 这 里 可 以 应 用 上 面 的 定理 , 故 {9} 是 群 G 的 一 个 直 被 加 子 群 . 

从 这 里 可 以 得 出 下 面 的 结果 . 

任何 不 可 分 解 的 准 素 群 或 者 是 循环 群 , 或 者 是 一 个 了 型 群 . 

事实 上 ， 如 采 这 个 群 G 底 良 中 的 每 一 个 元 素 在 它 里 面 都 有 无 
限 高 度 , 则 如 前 一 节 中 所 证 ，G 将 是 一 个 完备 群 , 因而 由 于 它 的 不 
可 分 解 性 , 它 将 是 一 个 2 型 群 ， 如 果 在 群 G 的 底层 中 至 少 包含 一 
小 有 限 高 度 元 素 ， 则 如 刚才 所 证 , 群 G 有 一 个 直 被 加 循环 子 群 , 因 
而 由 于 G 的 不 可 分 解 性 , 它 本 身 是 一 个 循环 群 . 

因此 , 若 一 准 素 群 不 是 衢 环 群 与 B" 型 群 的 直 和 , 它 就 不 能 被 分 
解 成 不 可 分 解 群 的 直 和 . 


326. аЛ а ЕЕЕ 
可 分 解 成 循环 群 直 和 的 准 素 隔 贝尔 群 不 包含 无 限 高 度 元 Ж, 
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事实 上 , 我 们 知道 , 一 个 直 和 中 的 元 素 的 高 度 等 于 这 个 元 素 的 各 个 
分 六 的 最 小 高 度 , 但 循环 群 中 每 个 元 素 的 高 度 都 是 有 限 的 , Priifer 
第 二 定理 (参看 $ 24) 告 诉 我 们 ， 在 可 数 群 的 情形 ， 循 环 群 的 直 和 
已 穷尽 了 所 有 不 含 无 限 高 度 元 素 的 准 素 群 ， 在 不 可 数 的 情形 ， 相 
应 的 定理 不 成 立 . PriiferL1] 本 人 曾 用 一 个 非常 复杂 的 例子 证 明 
了 这 一 所 ,在 Uim|L2j 和 Kypom[9j 的 论文 中 可 以 找到 比较 简单 的 
例子 我 们 在 这 里 介绍 这 些 例子 中 的 最 后 一 个 . 

首先 定义 群 ,, 1 二 1,2,…。 它 的 元 案 是 序列 

(01, бо» *** бы, ***), (1) 
这 里 о НЕ КЕ 03а," 的 整数 ， 我 们 还 进一步 要 求 % 被 
7” З, ао р", --6, а, Шо. КН 
为 是 序列 (1) 的 对 应 元 素 相 加 ， 再 按 模 р" 约 化 ， 完 全 由 零 组 成 的 
序列 是 零 元 素 ， 群 到。 具有 连续 统 的 势 并 且 是 准 素 的 , 它 的 元 素 的 
阶 是 р" 的 因子 . 
如 果 对 于 群 K, 的 每 一 个 元 素 (1), ХЕ ,1 的 元 素 
(рол, ро», -**, ра, ，…) (2) 
与 它 对 应 一 一 序列 (2) 显 然 ， 满足 对 群 К. 的 元 素 所 提出 的 全 部 
З, АНЕ 有, 到 群 和 内 的 一 个 同 构 映射 ， 因 此 ， 
НЕЕ НУВ Л. Г, 群 К„п=1,2, … 作成 一 个 递增 序列 ; 它 
们 的 并 集 记 作 К. 

我 们 证 明 , 群 玉 不 含 无 限 高 度 的 元 素 , 事 实 上 , 玫 。 中 每 一 个 在 
有 :之 外 的 元 素 e 的 阶 等 于 2， 然而 这 样 一 来 ， 元 素 ра 就 将 
же 长 1 中 的 元 素 , 在 它 的 形 如 (1) 的 序列 的 写法 里 ， 前 ?一 1 个 位 置 
邦 是 零 。 由 此 推出 ,在 群 玉 的 底层 Ki 里， 没有 在 群 及 内 具 无 限 高 
ВЕНУ. И, 这样 的 元 素 也 不 可 能 在 群 太 内 ， 

域 在 证 明 , НК ЛИ Ал ЕН 
的 分 解 ， 从 这 些 分 解 中 选取 一 个 , ЗЕН Н 恕 * 表 示 这 个 分 解 中 所 有 


BE ， 
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阶 为 欠 的 循环 直 被 加 群 的 直 和 ， 如果 НТ 是 子 群 H* 的 底层 , ЭЖ 
子 群 А, 将 是 所 有 子 群 H? 的 直 和 ,又 因为 К, 有 这 续 统 的 势 , 所 以 
ЊН: 中 ,一 1 2 至少 有 一 个 应 该 是 无 限 的 ， 换 人 句 话 说 ， 如 
果 引 和 记号 


Р. = > Н® 
к=п 


ЗК п ЖИ, УЕ, ЕР, У АЭС В 
指数 .， 然 而， 容易 看 出 ， 子 群 7, Е 天 ,中 这 样 的 元 素 所 组 
成 ， 它 们 在 群 X 中 的 高 度 不 小 于 2 一 1， ФА, М К. НОЖ 
的 元 素 所 组 成 ,在 它们 写成 形 如 序列 (1) 的 写法 里 , 前 za 一 1 个 位 置 
都 是 零 ， 由 此 推出 ,对 于 任意 п, ЕР, ТЕВЕ Р, 内 的 指数 是 
有 限 的 并 且 等 于 p。 这 与 上 面 所 证 明 的 论断 相 了 矛盾 . 

在 Куликов[1, 2] 的 论文 中 甚至 还 证 明了 ， 对 于 任意 不 可 数 
97, 可 找 出 一 个 准 素 群 来 , 使 它 具 有 这 一 势 ， 不 包含 无 限 高 度 元 
素 , 也 不 能 作 这 样 一 种 直 分 解 , 其 中 所 有 被 加 子 群 的 势 都 不 超过 某 
一 小 于 最 的 势 玩 ， 另 一 方面 , Kynaxos[2] 也 对 不 含 无 限 高 度 元 
素 的 准 素 群 作 了 某 种 描述 , 这 种 描述 不 是 完全 的 , 可 是 已 经 足以 证 
明 Prifer 第 二 定理 不 能 推广 到 不 可 数 的 情形 ， 现 在 我 们 就 来 论述 
Куликов 的 这 一 理论 . 


准 素 阿 贝尔 群 9 的 子 群 也 称 为 一 个 基 子 群 ， 如 果 它 是 G 里 的 
一 个 纯 子 群 并 且 可 分 解 成 循环 群 的 直 和 ， 而 商 群 全 是 一 个 完 


秤 例如 在 任何 一 个 完备 准 素 群 中 , 零 子 群 是 唯一 的 基 子 群 , 另 一 
方面 , 叭 素 ( 对 区 循环 群 的 任何 直 和 是 它 本 身 的 基 子 群 ， 而 在 群 中 
НВГ ООВ Р, 甚至 还 是 唯一 的 基 子 群 . 
任何 一 令 准 误区 贝尔 群 G 都 具有 基于 群 . 
根据 上 面 对 完 备 群 的 茎 子 群 所 作 的 说 明 ， 可 以 把 G 看 作 一 个 
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非 完备 群 ， 因 此 (参看 $ 24), 群 G 中 存在 有 限 高 度 的 2 阶 元 素 , 而 
根据 上 节 结 尾 处 所 证 的 预备 定理 ， 这 种 元 素 可 嵌入 一 些 直 被 加 入 
环 群 内 ， 因 此 ， 群 G 含 有 元 素 的 阶 全 体 有 界 的 纯 子 群 ， 由 这 个 事 
实 , 以 及 由 递增 纯 子 群 列 的 并 集 仍 是 纯 子 群 的 事实 可 知 , 在 群 G 里 
可 以 找到 一 个 递增 子 群 列 

В,С В,С ·...С В,С, (3) 
使 具有 下 面 的 性 质 : 

1) 每 个 子 群 B(x 一 1, 2,…) 都 是 G 里 的 纯 子 群 ; 

2) В, ТНК р"; 

3) РВ, АЕА ЛА В И 1) 和 2) 的 更 大 的 子 
群 内 . 

用 好 表示 子 群 列 (3) 的 并 集 ， 作 为 递增 纯 子 群 列 的 并 集 , 这 个 
子 群 是 群 G 的 一 个 纯 子 群 ， 除 此 之 外 ，Kywaxos 的 判定 法 (参看 
§ 24) 告 诉 我 们 , 子 群 B 可 分 解 成 循环 群 的 直 和 ， 因 为 从 В, (а =1, 
2,…) 是 纯 子 群 以 及 它 的 所 有 元 素 的 阶 都 有 界 这 事实 , 可 知 这 些 元 
素 在 群 G 中 的 高 度 都 是 有 限 的 , 而 且 全 体 有 界 . 

现在 我 们 证 明 商 群 写 是 完备 群 ， 由 $ 24, 我 们 知道 , 要 证 明 这 
一 所 ， 只 要 证 明 这 个 商 群 的 每 一 个 阶 为 的 陪 集 x 十 B 在 它 里 面 
有 无 限 高 度 就 行 了 ， 根 据 条 件 ，pzxEB.， 但 因 B 是 纯 子 群 , 故 在 它 
里 面 可 以 找到 一 个 元 素 5, 使 26 = рх, 由 此 即 有 p(x 一 5) 0. В 
我 们 可 以 把 x 本 身 看 作 群 G 中 的 一 个 p 阶 元 素 , 也 就 是 说 ,pz 一 0。 

Е В, (п 二 1, 2,…) 是 G 里 的 纯 子 群 , 其 元 素 的 阶 不 超过 р". 
因此 , 如 前 一 节 中 所 证 , 存在 一 个 直 分 解 

“= В, +0, в=1,2, ,• 
АЕ x 可 分 解 成 两 个 元 素 之 和 
r=Yy+z, 


° . (4) 


— 7 mn per etre ehh r+ PEE о НАНА га о | 
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Ж уЄВ,, СС, Й т ЖЫТ ЕВ ру, 故 元 素 2 不 等 于 零 ， 
因而 z № Т р. 元素 2 在 群 G 中 的 高 度 不 小 于 7. 事实 上 , 如 采 
它 的 高 度 小 于 % 的话 , ЗВЯЗ АДО АЕ ЯН, 元 素 2 就 可 
ВКЛ ЛЕ С, ИЛАК Тр") В ЛАУ Рр. 由 于 《4)， 
这 就 会 引出 和 子 群 B。 的 性 质 3) А82 ЈА АУ 569, ЛА а=Е—у 

包含 在 陪 集 z 十 B 内 , 故 这 个 陪 集 包含 高 度 任意 大 的 元 素 ， 因 而 陪 


集 x 十 互 在 群 所 中 的 高 度 是 无 限 的 ， 

这 样 就 证 明了 子 群 B 是 群 G 的 一 个 基 子 群 ， 

准 素 阿 贝 尔 群 的 所 有 基 子 群 彼此 同 构 . 

设 B 是 群 G 中 一 个 任意 的 基 子 群 ， 从 §24 中 我 们 知道 ， 所 有 
将 群 B 分 解 成 循环 群 的 直 分 解 是 彼此 同 构 的 ， 在 每 一 个 这 样 的 直 
分 解 中 ,p* (k=1, 2,…) 阶 被 加 群 的 个 数 ( 这 种 被 加 群 的 集合 的 势 ) 
МАРИИ 0) 的 分 解 中 p* 阶 被 加 循环 群 的 个 数 ,而 prB 
则 是 由 群 妃 中 高 度 大 于 或 等 于 的 所 有 元 素 所 组 成 的 子 群 ， 因 此 
ПЗЕ ГТА ПЕВА Н ВЕ о. АВЕ В рос, 那 末 我 们 的 定 
理 就 被 证 明了 . 

我 们 用 p"G 表示 群 G 中 高 度 (在 G 中 ) 大 于 或 每 于 % 的 所 有 元 
素 所 组 成 的 子 群 由 于 如 是 纯 子 群 , 可 得 出 等 式 

ВП р" =р"В. (5) 


夯 一 方面 ， 

{B, 7"G} =G. (6) 
事实 上 ,如 果 z 是 群 G 中 一 个 任意 元 素 , 那 末 由 商 群 人 的 完备 性 ， 
可 知 群 G 中 存在 这 样 一 个 元 素 y, 使 得 元 素 z 和 p"y 包含 在 G 对 B 
МН) Е, 好 或 是 说 ,X= 二 py 十 5b， 

根据 等 式 (5) 和 (6)， 关 于 同 构 的 定理 (§ 10) 导 致 下 面 的 同 构 
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ХЖ: 
BG 
РВ 2G 


а С ВЭЙ, ЕВО 


[1] #9. 定理 证 毕 . [参看 补充 30.1. 1 

现在 让 我 们 应 用 所 得 出 的 结果 来 研究 不 含 无 限 高 度 元 素 的 准 
过 群 。 我 们 看 到 ， 如 果 把 这 些 群 中 基 子 群 相 互 同 构 的 群 归 作 一 类 
的 话 , 那 我 们 就 能 够 把 这 些 群 分 成 许多 彼此 不 相交 的 类 .在 这 种 分 
类 方法 下 几 可 以 分 解 成 循环 群 直 和 的 准 素 群 决定 一 个 类 , 因为 它 
可 以 作为 它 本 喘 的 基 子 群 . 这样 一 来 , 描述 全 部 不 含 无 限 高 度 元 素 


审 和 ЗОО ЗООООИИИ ООООАИИИ ЗООООАИИ ЗОО ОИК ч 


为 了 这 个 目的 ， 我 们 引入 一 个 新 的 概念 。 取 群 B 的 一 个 循环 
群 直 分 解 ,并 用 В (п=1,2, …) 表 示 这 一 分 解 中 入 阶 被 加 和 群 的 直 
和 ; 如 果 没 有 这 一 阶 的 被 加 群 , 那 就 命 B=0。 其 次 , 我 们 作 所 有 
ЗЕ В (在 817 结 尾 处 的 意义 下 ) 的 完全 直 和 ， 并 且 称 这 个 和 的 周 
期 部 分 为 群 召 的 闭 包 , 记 作 В. ВНИИ, 群 8 中 的 元 素 是 由 每 一 
个 群 8” 中 各 取出 一 个 元 素 所 构成 的 元 素 列 ， 并 且 每 个 元 素 列 中 
所 有 元 素 的 阶 全 体 有 界 ; 元 素 列 的 相 加 按 分 支 进行 . 

因为 群 B 的 所 有 分 成 循环 群 的 直 分 解 彼此 同 构 , 故 群 8 由 群 B 
险 一 决定 ， 容 易 看 出 ,， 群 8 是 准 素 的 ， 并 且 不 包含 无 限 高 度 的 元 
索 ， 群 B 是 群 B 中 的 一 个 子 群 , 它 由 5 中 仅 含 有 有 限 多 个 不 等 于 零 
的 元 素 的 元 素 列 所 组 成 ， 因 此 , 群 召 和 其 闭 包 相 重 合 , АКВ 
中 元 素 的 阶 全 体 有 界 ; 因为 在 这 一 情形 , 并 且 只 有 在 这 一 情形 , 才 
НАЛ ВОЛ ХЕ. 

在 一 般 的 情形 下 , 群 B 是 其 闭 包 B 的 基 子 群 . 

事实 上 ， 群 可 分 和 解 成 循环 群 直 和 这 一 点 已 预先 假定 ， 为 了 
证 明 它 是 群 8 中 的 纯 子 群 , ЗАП С = В’ В" 十 和 十 且 (п 
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二 1,2,…) 是 群 8 的 一 个 直 被 加 子 群 ， 与 之 相 补 的 被 加 子 群 是 由 前 
n 个 分 支 等 于 零 的 元 素 列 所 组 成 的 子 群 。 因 此 ， 由 于 群 B 是 8 的 
纯 子 群 C 必 所 构成 的 递增 列 的 并 集 , 故 本 身 是 一 个 纯 子 群 ， 基 后 ， 


我 们 证 明 商 群 吉 的 完备 性 ， 如 果 z= (zu ть …， zw …) 是 群 万 中 一 


个 任意 元 素 , 则 因为 它 的 各 个 分 支 的 阶 全 体 有 界 , 对 任意 * 可 找到 
一 个 入 ,使 对 所 有 n(n 宇 入 ) 元 素 х, 在 相应 的 群 8” 中 的 高 度 不 小 
于 E. 由 此 即 可 知 元 素 x 二 (0,…,0, zw, Yx+1，，…) 在 8 中 的 高 度 也 
不 小 于 X， 但 元 素 7 属于 陪 集 x 十 B, 故 这 个 陪 集 包含 高 度 任 意 大 


的 元 素 ， 因 而 它 在 商 群 志 中 的 高 度 是 无 限 的 ， 


现在 我 们 可 以 指出 : 存在 不 能 分 解 成 御 环 群 直 和 的 不 伟 无 限 

事实 上 ， 设 8 一 一 可 分 解 成 循环 群 直 和 的 准 素 群 一 一 是 一 个 
可 数 群 ,但 包含 阶 为 任意 大 的 元 素 ， 这 样 , 它 的 闭 包 8B 就 有 具有 连续 
统 的 势 。 群 8 不 能 分 解 成 循环 群 的 直 和 , 因为 不 然 的 话 , 5 里 就 会 
有 两 个 不 同 构 的 基 子 群 : В 本 身 和 群 В; 而 这 与 前 面 所 证 明 的 关于 
一 个 维 泰 群 中 所 有 基 子 群 彼此 同 构 的 定理 相 巴 盾 . 

凡 基 子 群 和 群 召 同 构 且 又 不 含 无 限 高 度 元 素 的 所 有 Е Ка, 
都 不 外 和 卑 是 群 万 一 群 媚 的 闭 包 一 中 那样 的 一 些 子 群 ， 这 些 子 群 包 


含 吾 并 且 它们 在 商 群 万 中 的 象 是 完备 于 群 


事实 上 ， 设 全 是 群 元 的 任意 一 个 完备 子 群 ， 群 C 作为 群 巨 的 
一 个 子 群 将 是 一 个 不 含 无 限 高 度 元 素 的 准 素 群 ， 子 群 包 含 在 C 
内 ， 并 且 是 它 的 一 个 大 子 群 一 由 B 是 万 的 纯 子 群 可 知 B 是 C 中 
的 纯 子 群 ， 而 商 寿 三 的 完备 性 则 已 事先 假定 .因此 , 群 C 属于 我 们 
所 考虑 的 这 一 类 群 
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ЗАЛЕ ЧЕЛ В Ан ЕЕ НЕА 
子 群 与 群 同 构 ， 我 们 从 它 的 基 子 群 中 挑选 出 一 个 ， 并 将 它 记 作 
Bo 我 们 知道 , ВНЖ 


ЖФ В 是 p" 阶 循环 群 的 直 和 ， 因 此 


Во -一 >У!В,", 


п=1 


Н Bi 全 ”引入 记号 
р<® > — >В. ®, 


从 而 

Во = Во Ву + += В5 +, 
并 且 命 

С =4р%, ра), 
А рО АТА Е, ЕС Е (ЕСН) ДУР В 9—0] 
元 素 所 组 成 的 子 群 ， 前面 已 经 证 明 [ 参 看 等 式 (4)]， 对 所 有 8 (= 
1, 2, ‚Е 
@={Вь р’ а} 

Эг, 因而 

@ = {В -- В-ВО, а}. 

设 元 素 га ВЧ Ву. ВОС 5х р. (Е 

为 第 二 个 子 群 里 的 元 素 , x 具有 x 二 y 十 z 的 形式 ， 其 中 УЄр‹, 2 
Ср’. НЗ 和 y 属于 子 群 Bo 故 元 素 2=1-—9 包含 在 Bo 内 ,元 
过 % 在 GQ 里 的 高 度 不 小 于 ,因而 它 在 Bo 里 的 高 度 也 不 小 于 ЕЧ 
为 Bo 是 G 的 纯 子 群 。 然 而 群 Bo нал ВЖ 
р“, 因此 元 素 z 作为 04 中 两 个 元 素 的 和 ， 也 应 该 包含 在 


二 -re 和 у 
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内 ， 另 一 方面 它 又 属于 В, +В +В, 所 以 了 等 于 零 

这 样 就 证 明了 直 分 解 

@=В,+ Ву ВО, 61,9, ... (7) 
的 存在 ; 并 且 因为 子 群 ‘АРА ВР 和子 群 Ge+Db, 所 以 直 
分 解 
QO) 一 有 十 他 全 十 二， А =}, 2, ..., 

成 立 ， 这 就 是 说 , 如 果 将 (7) 中 每 个 直 分 解 中 的 最 后 一 项 作 一 次 分 
解 , 就 得 出 次 一 个 直 分 解 ， 从 这 里 可 以 看 出 , ц вп, п 十 1, … 时， 
群 G 中 每 个 固定 的 元 素 z， 在 (7) 中 每 个 直 分 解 的 直 被 加 群 B 四 中 
有 同一 分 支 , 我 们 把 这 个 分 支 记 作 x. 

显然 ,对 群 G 中 的 每 个 元 素 zx， 使 它 的 分 支 的 序列 (zy о +=, 
zw …) 与 它 相对 应 , 我 们 就 得 到 一 个 同 态 映射 , 将 群 G 映 入 郡 了 的 
闲 包 巨 一 一 显然 ， 所 有 分 支 x， 的 阶 都 不 大 于 元 素 x 的 阶 ， 也 就 是 
说 ,分 支 序 列 的 确 包含 在 有 内 ， 这 个 映射 其 至 还 是 一 个 同 构 映射 
因为 零 序 列 所 对 应 的 那个 元 素 x 应 包含 在 所 有 子 群 GW% (k=1， 
2,…) 内 , 也 就 是 说 , 它 应 有 无 限 高 度 , 因而 由 于 群 G 中 不 含 无 限 高 
度 元 素 , zx 应 该 等 于 零 . 这 个 同 构 映射 将 群 G 映 成 群 马 中 的 一 个 子 
ЕС, 而 将 子 群 Bo。 映 成 子 群 B: Во 中 的 元 素 对 应 于 只 包含 有 限 多 
个 不 等 于 零 的 分 支 序 列 ， 并 且 只 有 B 中 的 元 素 对 应 于 这 样 的 分 支 
序列 ; 另 一 方面 ， 每 一 个 这 样 的 序列 都 和 В, 中 一 个 元 素 相对 应 
最 后 ， 由 商 汶 名 的 完备 性 可 知 商 群 所 是 完备 群 ， 这 就 结束 了 定理 
的 证 明 . 

应 当 指 出 ， 在 证 明 过 程 中 所 造 出 来 的 群 万 中 与 群 G 同 构 的 子 


陪 0, ВНЕ О ЕЕ 5, 的 选择 有 关 ， 至 于 群 各 的 完备 子 属 《和 
筷 应 该 服从 哪些 条 件 ， 才 能 使 群 中 相应 的 子 群 0 和 0' 同 构 ,这 
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个 问题 现在 还 没有 解决 . 

在 Куликов 的 论文 [2] 中 ， 可 以 找到 表示 为 循环 群 直 和 的 闭 
包 的 那 种 准 又 和 群 的 一 系列 进一步 的 性 质 ， 此 外 还 可 以 参看 及 a- 
lou јпіпе 的 论文 [8j. [参看 补充 30. 2] 
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现在 我 们 转 来 研究 包含 无 限 高 度 元 素 的 准 素 阿 贝尔 群 ， 不 要 
以 为 凡是 包含 无 限 高 度 元 素 的 准 素 群 都 一 定 包含 完备 子 群 一 -如 
ЯЕ ТРО 中 的 元 素 a 在 它 里 面 有 无 限 高 度 ， 那 末 满 足 方程 2， 
二 4 的 元 素 6,(п=1,2, …) 也 不 一 定 包 含 在 同一 р” 型 子 群 内 。 本 
中 的 基本 定理 将 表明 ， 既 约 准 素 群 的 构造 根据 $ 23 中 的 结 
果 , 在 下 面 我 们 可 以 只 考虑 既 约 群 一 一 即使 在 可 数 的 情形 , 也 要 比 
不 含 无 限 高 度 元 素 的 准 素 群 的 构造 复杂 得 多 . 

因为 准 系 群 G 中 两 个 无 限 高 度 元 素 的 和 与 差 在 G 中 也 有 无 限 
高 度 ， 故 所 有 具 无 限 高 度 元 素 的 集合 (加 上 零 元 ) 是 群 8 的 一 个 子 
群 ; 这 个 子 群 我 们 把 它 记 作 Gi。 我 们 用 Gi 表示 子 群 G! 的 所 有 在 
G 中 上 共有 无 限 高 度 的 元 素 所 组 成 的 子 群 。 一 般 地 ， 如果 对 小 于 某 
— В 的 所 有 序数 а, 在 群 G 中 都 已 定 出 了 子 群 G*, 并 且 这 些 子 群 构 
成 一 个 递 降序 列 ， 那 末 在 В 为 非 极 限 序数 上 时， 我 们 就 命 子 群 С. 
的 所 有 在 Gf 中 具有 无 限 高 度 的 元 素 所 组 成 的 子 群 为 G5 如 果 
Вела Е, Ир Е G*(ga 过 有) 的 交 为 а”. 

这 样 我 们 就 得 出 了 群 G 的 一 个 递 降 子 群 列 : 

= >61 >...20>..., 

这 个 子 群 列 应 当 在 某 一 序数 上 中 断 ， 说 得 确切 一 些 ， 就 是 存在 
这 样 一 个 序数 7， 它 的 势 不 大 于 群 G 本 身 的 势 , 而 使 得 С° 6, 
因而 对 所 有 大 于 的 序数 6, 6° 0°. ЖА, С’ = в”! ЗЕЯ, + 
群 C 中 所 有 元 素 在 С" 中 有 无 限 高 度 , 也 就 是 说 ， 子 群 G" 是 一 个 
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完备 群 。 因 为 根据 所 作假 定 , 群 G 是 既 约 的 , СТАЕ G' ЕР. 
议 f 是 第 一 个 使 得 G'=0 的 序数 ， 序 数 z ЖАНР В. 
很 显然 , 不 含 无 限 高 度 元 素 的 群 的 型 等 于 1. 
如 果 G 是 一 个 5 型 既 约 准 素 群 , 则 对 所 有 小 于 7 的 序数 w， 我 
ПРЕ Е 


Ge 一 -< 


一 FE 
群 列 
0°, (', „.., а, ‚.., арт 
称 为 群 G 的 Ulm 因子 列 。 从 这 个 因子 列 的 构造 过 程 可 以 看 出 , 它 
ЕНСЕ л А, ЗЕН УЕ G*(ga<7z) № Ulm 因子 列 
将 是 
С° 0%, ,.., С, o.oo, а< В < т. 

Ulm 因 子 对 准 素 群 理论 的 意义 将 在 下 面 ， 特 别 是 在 下 一 节 中 看 出 
Ж. 

在 证 明 Ulim 因子 的 一 些 最 简单 的 性 质 时 , 将 要 用 到 下 面 的 注 
记 . 议 准 系 群 被 同 态 地 映 成 准 素 群 五 ， 并 且 被 映 成 群 瑟 中 零 元 
的 是 群 G 中 这 样 一 个 子 群 4， 它 里 面 所 有 元 素 在 群 G 中 都 有 无 限 
高 度 ， 那 末 群 G 中 每 一 个 不 属于 4 的 无 限 高 度 元 素 的 象 都 是 百 里 
的 无 限 高 度 元 素 ; 反 之， 且 里 一 个 无 限 高 度 元 素 的 每 一 个 原 象 都 是 
G 里 的 无 限 高 度 元 素 ,第 一 个 论断 可 由 同 态 映射 的 定义 直接 推出 . 
现在 我 们 证 明 第 二 个 论断 ， 设 及 是 五 中 的 一 个 无 限 高 度 元 素 ，g 
不 在 G 中 的 一 个 原 象 ， 如 果 р"! =, ИЕН, Ш 9 是 元 素 大 在 GC 
中 的 一 个 原 象 ， 那 末 

p"g =9+а, аА. 

根据 我 们 对 子 群 4 所 作 的 很 定 ,在 群 G 中 可 以 找到 一 个 元 素 5， 使 
2"'0 =а. НИР 


一 人 
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2"(9 —-В)=9» 

因而 元 素 9 在 群 和 中 有 无 限 高 度 . | 

特别 ， 从 这 个 注 记 可 知 , 准 素 群 @ 的 所 有 Ulm Я Ух Ж $ 

无 限 高 度 元 素 的 群 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 只 要 将 这 个 注 记 应 用 到 将 


群 6" 里 成 商 群 -5 一 全 的 自然 同 态 映射 上 就 行 了 ， 


我 们 还 可 以 证 明 , РС (о<г) Ж ОФ, Жа 


它 的 Чт 因子 列 是 : 
CC eo, GF, QO. 

事实 上 ， 我 们 考虑 将 群 G 映 成 群 玉 的 自然 同 态 映射 ， 由 上 述 
可 知 , 在 这 个 园 态 映射 之 下 , 子 群 G: 被 映 成 子 群 Pb, 但 因为 G: 二 Gr 
故 根据 在 同 态 映 射 下 子 群 相对 应 的 定理 ， 子 群 21 一 "与 二 本 同 
构 ， 设 对 小 于 的 所 有 а, 已 经 证 明了 子 群 9” 在 这 个 映射 下 被 映 
成 Е". 如果 B 一 1 存在 , 则 如 上 面 一 样 ， 我 们 可 以 得 出 6? ВЫ 
р’, В. б-р’; 如 果 妇 是 一 个 极限 序数 , 则 0° 仍旧 被 映 成 
因为 前 者 是 所 有 子 群 0*(a<<) 的 交 , 而 后 者 则 是 这 些 子 群 的 象 的 

如 果 准 率 群 是 群 且 ,的 直 和 , G = 这 ,如 ,， 则 对 小 于 群 G 的 
型 的 每 个 序数 о, 


(“= УН, 


当然 , 在 这 里 须 假定 , 如 果 a 大 于 或 等 于 群 五 , 的 型 的 话 , В = 
我 们 将 要 证 明 ， 对 于 任意 А, а 是 所 有 子 群 HE 的 和 (并 
且 显 然 是 直 和 )， 假 定 这 个 命题 对 小 于 的 所 有 4 已 被 证 明 ( 当 8B 


二 0 肝 它 是 正确 的 )， 如 果 8 一 1 存在 的 话 , 则 G4 ?= 之 2 ， 因 
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而 8 中 的 每 一 个 元 素 在 ОНЯ О, И, <’ 
> ,五 4， 另 一 方面 ， 如 果 9 а 中 任意 一 个 无 限 高 度 元 素 ， 且 
9 一 > В,В,ЕН# 1, СЗ В, ФЕН 内 应 该 有 无 限 高 度 , 由 
此 即 有 GeS >Н“, 因此, G*= >,Hf， 于 是 由 直 和 的 定义 很 容易 
得 出 

Gs! -7 У SH. 

如 果 凡 是 一 个 极限 序数 , 那 末 我 们 的 命题 可 以 由 子 群 G5 是 所 有 子 
Е (“а В) А2570 — ЗАЩ. 

下 到 目前 为 止 ,我 们 都 是 从 准 素 群 的 型 及 其 Ulm 因子 的 定义 
出 发 来 讨论 间 题 的 ， 还 没有 注意 到 是 否 任何 一 个 序数 都 能 作为 革 
ААА, ИМЕЛА 发 生 这 样 一 种 情况 ， 例 如 子 群 列 
а 6G 卫 … 卫 G" 地 … 永 远 在 一 个 有 限 的 位 置 上 中 断 的 问题 . 此 外 ， 
我 们 也 不 知道 , 一 个 由 不 含 无 限 高 度 元 素 的 准 素 群 所 构成 的 群 列 ， 
应 该 共有 怎样 一 些 性 质 ， 才 能 作为 一 个 准 素 群 的 Ulm 因子 列 . 
Куликов 对 这 些 问题 给 了 一 个 完满 的 答复 . 可 是 这 个 答案 是 非常 
复杂 的 , 因此 在 以 下 我 们 只 限于 对 可 数 准 素 群 来 加 以 讨论 . 

我 们 知道 , 如 果 G 十 一 个 可 数 的 既 约 准 素 群 , 那 末 它 的 型 rz 具 
有 限 或 可 数 的 劳 . 这 个 群 的 Ulm 因子 将 是 一 些 不 含 无 限 高 度 元 素 
的 可 数 群 , 因而 根据 Priifer 第 二 定理 ， 它 们 可 以 分 解 成 循环 群 直 
ЯП. НАХ, 还 可 以 断言 (并 且 在 这 里 群 的 可 数 性 并 不 起 作用 )，, 在 所 
有 Ulm 因子 中 ,可 能 要 除去 因子 G 1 外 (如 果 T 一 1 存在 的 话 )， 元 
素 的 阶 不 全 体 有 界 ， 事 实 上 , 如 果 <r 一 1 则 С" 和 0， 因 而 在 这 
个 子 群 里 可 以 找到 一 个 元 素 , 使 它 在 这 个 子 群 中 的 高 度 为 有 限 , 虽 
然 它 在 а" 中 的 高 度 是 无 限 的 ， 


一 一 一 р 


212 第 七 党 准 素 阿 贝尔 群 与 混合 网 贝尔 群 


下 面 的 定理 表 朋 ， 这 里 所 建立 的 Ulm 因子 的 必要 性 质 ， 在 可 
数 的 情形 也 是 充分 的 ( 见 Харри! 1]?). 

ИЛА, 其 势 不 大 于 可 数 ， 而 对 每 个 序数 а(0<а< 
<<z 都 给 出 了 一 个 不 包含 无 限 高 度 元 素 的 可 数 准 素 群 44， 并且 对 
所 有 Qs 可 能 要 除去 Qa 二 Tt 一 1 的 情形 外 (如 果 荆 是 非 极 限 序数 的 话 )， 
群 As 包含 阶 为 任意 大 的 元 素 ， 在 这 样 的 条 件 下 ,一定 存在 一 个 可 
АХ М) БА) Е Е, Д т Э ВУ Я 

Аз, А, 4 Аду, “т 
为 其 Uim 因子 列 . 

证 明 根据 Prifer 第 二 定理 , 每 一 个 群 4 可 分 解 成 循环 群 的 

直 和 ， 议 这 些 循环 群 的 生成 元 是 

д1, даду es sy ee, 
Н: au 的 阶 是 р". 我 们 用 下 面 的 方法 来 定义 一 个 群 G: G 的 
生成 元 是 与 元 蒜 а (Са 取 小 于 7 的 一 切 可 能 的 值 ) 一 一 对 应 
的 元 素 cui。 对 每 个 元 素 cw， 或 者 使 等 式 py"eicsi 二 0, 或 者 使 竺 式 
р" = св) 和 它 相 对 应 , 其 中 Ва, УМНЕЕ АЕ я 
性 关系 一 意 作 为 群 G 的 定义 关系 .此 外 还 要 求 满足 下 面 的 条 件 : 

МЕЛ си, АНИ ЯН м ВЈ ЗЕ Е р"чс: = 
ci 而 和 cai 相对 应 的 关系 是 Рин, = Са, 等 等 ， 那 末 经 过 
有 限 多 步 之 后 , 可 得 到 一 个 元 素 Саі 使 相应 的 关系 是 р” Сац, 
= (), 

2) 如 果 任 意 给 定 一 个 元 素 coj 220, 一 个 小 于 及 的 序数 ”和 
一 个 自然 数 N, 那 末 一 定 存 在 一 个 元 素 са 1 у<а< 6, п> №, 
而 相应 的 关系 具有 "еси = ср; 的 形式 ， 

3) 如 果 开 是 极限 序数 , 那 末 对 于 任意 小 于 т 的 序数 和 任意 


1) 己 Zippin 的 论文 中 并 没有 这 个 定理 的 完善 证 明 ， 


а EM Ht tt ed ee и 


$27. Ош 因子. 存在 定理 213 


НАМ, 一 定 和 存在 一 个 元 素 Са, 使 9, па 22 №, ПААНА 
具有 р"с,,=0 的 形式 . 

现在 我 们 要 证 明 , 满足 这 三 项 要 求 的 一 组 等 式 的 确 是 存在 的 ， 
并 且 这 样 定义 出 来 的 群 G 满 足 定 理 中 的 条 件 ， 这 可 以 对 序数 了 进 
行 归纳 法 来 证 明 ， 事 实 上 , 4 т=1 时 , 群 G 由 生成 元 соль coz，…， 
co 和 关系 р"'0:06: 0 所 定义 ， 因 而 条 件 1) 一 3) 满 足 ,而 群 G 5 
Ао 同 构 . 

先 假设 序数 7+ 一 1 存在 ， 设 C 是 一 个 7 一 1 型 群 ， 其 Ulm 因 
子 列 为 

Аз, 4 А», ***, LT 一 1 

并 设 这 个 群 由 生成 元 cai(& 过 tr 一 1) 及 和 这 些 生 成 元 相应 的 上 述 类 
型 的 关系 所 决定 ， 且 条 件 1) 一 3) 满 足 ， 群 G 中 的 关系 我 们 按 下 述 
方式 来 定义 : 如 果 在 群 C 中 和 元 素 cu (а<т 1) 相应 的 关系 式 是 
"Са ср, (В т 1) ЖЕЕ С 中 和 它 相应 的 也 是 这 个 关系 .如 
ЖЕЕ С 中 和 元 素 Са: (@а<т—Т) 相应 的 关系 是 р"; =0, 那 末 
ЕЕ 中 这 个 关系 换 成 p"icsi 二 c,_1,; 这 种 形式 的 关系 , 容易 看 出 ， 
在 这 里 还 可 以 作 到 使 条 件 2) 对 元 素 c._1,i 成 立 一 一 这 是 由 于 ， 元 
30, 1; 不 超过 可 数 多 个 ,在 ?一 1 为 极限 序数 时 可 利用 条 件 3), 而 
在 Tt 一 1 不 为 极限 序数 时 可 利用 这 样 的 事实 , 即 存 在 具有 任意 大 指 
数 п. 2: ВУЛЕ С. -2 而 在 G 中 和 所 有 元 素 c._2,; 相应 的 关系 都 
其 有 Pic zi 二 0 的 形式 、 最 后 ， 对 于 元 素 c,_1; 我 们 使 关系 
р с, 1:0 和 它们 相应 .这样 我 们 就 得 出 一 组 满足 条 件 1) 和 
2) 的 定义 关系 .在 这 一 情形 , 条 件 3) 是 不 起 作用 的 . 

由 1 可 以 看 出 ， 这 样 构造 的 阿 贝 尔 群 G 是 一 个 准 素 群 ， 我 们 
ПЕВ, 这 个 群 中 所 有 元 素 cr(G<z) 都 不 等 于 零 ， 事实 上 ， 取 元 如 
cu БАЖА 


п 一 \ > 一 з.е 
р "Саф Сау» ТАСТ "1 Саі — Саф,» 7 
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бань = 6,15) 0 
一 一 由 我 们 构造 群 G 的 方法 可 以 看 出 ， 这 样 做 下 去 我 们 一 定 能 够 
达到 一 | 元 素 С. -1 了 引入 记号 
п 十 ?ai 十 十 2u КП, 1,3 1066,4). 
其 次 , 作 p” 型 群 P, 命 其 生成 元 为 由 dp do 
274. =0, р0,=0, 3, п=2, 3, --*. 

如 果 对 每 个 元 素 cwi, 我 们 使 群 卫 中 的 元 于 wea 与 它 对 应 ， 那 末 
很 容易 看 出 , 群 G 中 所 有 定义 关系 在 了 中 都 能 满足 , 并 且 群 P 中 与 
所 有 元 素 cs; 相对 应 的 元 素 都 不 等 于 零 . 这 就 证 明了 由 群 G 的 定 
义 关系 不 能 推出 任何 一 个 元 素 cu 等 于 零 ， 除 此 之 外 ， 我 们 还 得 
出 , ЕС 中 每 个 元 素 ou ПЕ ро. 

现在 已 经 可 以 对 & 进行 归纳 ， 并 且 利 用 条 件 2) 来 证 明 每 个 元 
素 cs 包含 在 像 本 节 开 始 所 述 那 种 方法 定义 的 子 群 С 内 ， 特 别 ， 
Воо с.а. 属于 子 群 G"…'， 如 果 下 是 群 G 中 由 所 有 元 素 c,-r 
所 生成 的 子 群 , 那 末 商 群生 与 群 G' 同 构 ， 因 为 G. 的 型 为 * 一 1, 圾 
从 这 里 可 以 看 出 , 群 G 中 除了 中 的 元 素 外 ， 没 有 其 他 属于 G1! 的 
元 素 , 也 就 是 说 ,了 =G'!， 因 此 

Ce 一 Ci 一 4，Qw<r 一 1 

至 于 子 群 6 一 , ИРЕН (с. в, 因而 与 群 4,.1 同 构 ， 
这 一 点 可 由 下 面 的 事实 得 出 : 即 正 如 定义 关系 所 指出 的 , 群 G 本 身 
就 是 这 样 一 些 子 群 的 直 和 ， 这 些 子 群 的 每 一 个 都 是 由 这 样 的 一 些 
702 cu 生成 的 ,它们 的 人 循环 子 群 包含 固定 元 素 c, 1, 因此 群 G 
满足 定理 的 全 部 条 件 . 

现在 假定 + 是 一 个 极限 序数 ， 每 一 个 群 4,(0 之 a<z) 都 是 一 
些 铂 环 群 的 直 和 ,这 毕 锯 环 群 的 阶 不 全 体 有 界 ， 这 就 可 能 把 А, 分 
解 成 可 数 个 子 群 的 直 和 , 其 中 每 一 子 群 都 含有 任意 高 阶 的 元 素 , 设 


rr 
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Е 
А, = А. Ама А. <от), 

根据 归纳 假定 , 存在 一 个 & 十 1 型 群 А, 以 序列 

Аба» Аза» Аза» 4 
为 其 Ulm 因子 列 ， 我 们 知道 , 一切 群 Н.(0< ат) АЕ дЕ 
定理 的 全 部 条 件 ， 同 时 , 将 群 Но. 中 相应 的 生成 系 合并 在 一 起 ,并 
且 保 持 这 些 群 中 相应 的 关系 ， 就 得 出 这 个 直 和 的 生成 系 са. № 
然 , 161) 2 ик. ХИЛЕ— ТР РН А. (0<а<т) 0, 
含 任意 高 阶 的 元 素 , ВТЕ 2 83) в УУ, 

ХАЯ 了 定理 的 证 明 . [参看 补充 30. 3. ] 
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二 一 市 的 基本 定理 表明 ,即使 在 可 数 的 情形 下 , 既 约 准 素 群 已 
可 能 是 非常 多 种 多 样 的 了 一 一 任意 一 个 具有 可 数 劳 的 序数 都 可 以 
作为 这 样 群 的 型 ,而 任意 一 个 不 含 无 限 高 度 元素 的 (并 适合 一 个 非 
第 自然 的 限制 的 ) 可 数 准 素 群 序列 都 可 以 作为 这 个 群 的 Ulm 因子 
列 ， 然 而 , 在 实际 上 ， 群 的 Ulm 因子 和 型 不 但 可 以 用 来 确定 我 们 
所 考虑 的 这 种 群 的 多 样 性 ， 而 且 还 可 以 用 来 对 这 样 的 群 作出 完全 
的 摘 述 ， 为 了 这 个 目的 , 我 们 证 明 以 下 定理 ， 

Оша ФТЖЊАЖКЊА ВЖЕ – т, 且 对 任何 小 
+ тва, 它们 的 Ulm 因子 4 与 B* 同 构 , 那 末 群 4 与 BB 彼此 同 构 . 

АЕ РЕА Н Ulm[1151 用 了 无 限 和 矩阵 的 理论 证 明 而 由 Zip- 
pinLlij 用 和 群 论 的 方法 重新 加 以 证 明 的 ， 显 然 ， 这 个 定理 断言 ， 任 
何 可 数 既 约 维 双 秤 可 以 由 它 的 型 以 及 它 的 Ulm 因子 列 的 给 出 而 
完全 确定 ,但 因为 根据 Priifer 第 二 定理 ,在 可 数 情形 下 ,任意 Ulm 


1) 显然 ,这 里 我 们 如 以 随 恕 油 号 ， 
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因子 都 可 以 分 解 成 为 循环 群 的 十 和 ， 因 而 由 其 pg"( 对 任意 %) 阶 的 
十 被 加 群 的 个 数 完 全 人 确定， 所 以 就 便 得 我 们 有 可 能 用 一 组 整数 不 
变量 来 给 出 可 数 维 款 群 ， 目 然 ， 这 一 组 整数 不 变量 比 起 用 来 给 
一 个 县 有限 生 成 系 的 阿 贝尔 群 的 不 变量 来 要 更 为 复杂 . 

这 

一 4 了 4 了 下 了 了 … 了 4 站 了 4 一 0 
是 群 4 中 按 前 一 太 的 方式 定义 的 子 群 列 : 如 果 & 一 1 ЕДЕ, ДВ А" 
是 ”中 一 切 具 无 限 高 度 元 素 所 成 的 子 群 ,如 果 & 是 极限 数 , 那 末 
А ЕН А (В< о) 58. НМ, 作出 序列 
В= ВВВ... 0 В°...0В'=0. 

РА лок а 叫做 一 个 & 型 元 素 , 假如 它 包含 在 子 群 杂 中 但 不 在 
子 群 44” 中 . 群 4 的 任意 元 素 都 具有 某 一 型 : 如 果 所 给 的 元 素 包 
售 在 所 有 子 群 4 内 ,此 处 小 于 极限 序数 a, 那 末 它 也 包含 在 这 些 
子 群 的 交 内 , 即 包含 在 А" 内 . 

НХ, СХ ЖА 的 子 群 且 а<т. ХПН Е; 


设 在 群 4 到 Ulm 因子 看 =- 和 -上 的 自然 同 态 映 射 之 下 ， 这 个 交 


ВЕН ВД А“ 的 子 群 48&， 子 群 筷 叫做 群 4 的 一 个 完全 子 群 ， 假 如 
对 于 任意 % 子 群 44 都 是 群 А" 的 纯 子 群 (关于 纯 子 群 的 定义 可 参 
看 $ 25). 

МА» 天 于 元 素 的 型 和 完全 子 群 的 定义 也 可 以 转移 到 和 群 刀 上 . 

最 后 , 我 们 3 引入 以 下 定义 :假设 在 群 4 和 群 B 中 已 经 选 出 彼此 
арР ХУ; 如 果 这 两 个 子 群 之 间 的 同 构 9 使 得 对 和 了 中 
分 别 在 4 和 8B 中 上 共有 相同 型 的 元 素 彼 此 对 应 ， 那 未 yg 就 叫 作 一 个 
你 型 同 构 . 

下 面 的 预备 定理 构成 Ulm 定理 的 证 明 中 最 基本 的 部 分 . 

设 在 群 和 4 与 电 中 分 别 给 定 彼此 同 构 的 有 限 完全 子 群 于 与 了 ， 
而 9 龙 它 们 之 间 的 保 型 同 构 ， 其 次 ， 设 群 4 中 元 素 a 不 包含 在 总 
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内 。 那 末 在 群 4 中 可 以 找到 一 个 包含 有 及 4 的 有 限 完 全 子 群 又 ， 
而 在 妃 中 可 以 找到 一 个 包含 了 的 有 限 完 全 子 群 了 , АХ БҮ, 
同 构 ,并且 在 它们 之 间 存 在 一 个 保 型 同 构 py 0фх афу. 

首先 注意 , 可 以 只 限于 讨论 рае Х 的 情形 ; рас х, {В р" аф 
Х,п2>1, 的 情形 可 以 归结 到 所 指出 的 特殊 情形 ， 因 为 我 们 可 以 把 
70% р" ‘а, р” ‘а, ---, ра, 04 依 次 地 添加 到 已 经 作出 的 子 群 上 . 

ВЕЛ Н ЕЕ Хна 的 元 素 的 型 中 最 大 的 ; 这 样 的 一 个 最 
大 型 是 存在 的 ,因为 陪 集 Хна 只 含有 限 多 个 元 素 ， 其 次 , 1а = 
zo 十 a ЕН Хаф 4 型 元 素 在 子 群 4* 中 高 度 最 大 的 元 素 
之 一 ， 如 末 元 素 a 在 А’ 中 的 高 度 是 nn 一 1 В а =р ‘а, Же ас 
А”, Эр 

Х={Х,а). 

ЕХЕ УЗЕН о ТХ х (0 570 6 а=а 一 20， 我 们 
证 明 , 六 是 群 4 的 完全 子 群 | 

子 群 人 中 任 全 元 素 都 有 (因为 рас х) з=: ва 的 形式 ,此 处 
хех, 0<8<р". лт Ја Н 2 Е А" 中 的 高 度 为 s， 
因而 

元 一 和 十 85 一 28C， сЕА“, (1) 
那 末 元 素 А" ВИЕ А АЕ АВЕ s( 利 用 子 群 
hr*! 的 定义 1) .我们 要 证 明 ,在 子 群 也 中 可 以 找到 这 样 一 个 & 型 元 
Е z', 使 得 
pCA+!- 2’) 一 4s+1 十 万 。 

当 有 =0 且 a<4 时 ,haE4"*!， 在 这 两 个 情形 下 ， 我 们 的 论断 
可 由 子 群 苹 在 4 中 的 完全 性 推出 ， 其 次 , 如 果 «= ЖН Е {ЕЁ р" 
МЕЕ, = ре", БЯС), ВН в р (с'а). Ц с-РаеА у 
及 子 群 站 的 完全 性 可 以 推出 ， 在 子 群 4 则 XX НЕЮ Л. 36 
2 使 得 
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А = (Ах), 
由 此 得 出 
АА = р’ А-а), 
НШ х' + РаЕ(А’ПХ). 

ФАГШЕВН, ЕН, 305001) ула ВАНЯ" 
盾 . 

设 pg 是 可 以 整除 5 的 数 2 Е, ЕР; вор", Вт 
以 )<п—1. НРЖЕ Урни, НИТЕ ЖН 6 бт 51, 
0<1<р, 使 得 01 =1+ тр. 将 等 式 (1) 的 两 边 同 时 乘 以 172” 全 就 
得 出 

Ip" rp а -- рта =р"°* (1с), 
而 由 于 "СХ 得 出 
1р" 2-15 -4- рта = ЄХ, 
由 此 ,因为 2”5=a М 1с=с СА, 可 知 
2’ a = р" 71". 
如 采 а>, ЗВ д’ а’ А“ 1н, ЕЕ Ха = 对 十 a 中 可 以 
找 出 一 个 型 大 于 4 的 元 素 ， 这 就 与 加 在 元 裘 & 上 的 条 件 相 了 矛盾 . 
如 果 «=, {АА 不 能 被 2 整除 , 那 末 7 委 s 一 1， 由 此 得 出 2 十 8 一 
— 122. НШ, 0 Хо 中 我 们 找到 一 个 4 型 的 元 素 , 它 在 
4 中 的 高 度 大 于 元 素 а’ 的 高 度 2 一 4 这 又 和 元 素 а’ 的 选择 相 矛 
Ж. ТРЕХ 的 完全 性 就 此 证 明 . 

我 们 知道 , 2235 р" ТЕ РЕ ХА, 而且 这 个 元 素 的 型 不 小 
于 .由 于 是 一 个 完全 子 群 ， 在 它 里 面 可 以 找到 一 个 或 者 型 为 4 
或 者 等 于 零 元 的 元 素 а, 以 及 一 个 型 不 小 于 4 十 1 的 元 素 x2, 使 得 

2а = р". 1 х.. 
Ў 2—1, = 0, Ж 


PD = 12; СА, (2) 
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于 是 仍 有 Хх ={Х, а}. ИН ле ва, 0< < р", 都 不 包含 在 子 群 总 
Р. Ж, 我 们 知道 ，X 中 所 有 不 属于 XX 的 元 过 的 型 都 不 会 超过 
4 一 一 这 一 所 可 以 由 刚才 所 证 明 的 当下 夭 0 和 w>>4 时 等 式 (了 的 不 
可 能 性 推出 ， 由 此 推出 , 群 4 是 子 群 А5 与 元 素 аА ТЕ ВА" 
中 所 生成 的 p* 阶 循环 群 的 直 和 ， 由 于 子 群 X 的 完全 性 ， 所 以 
有 限 子 群 4 是 Ulim 因子 А" 中 的 纯 子 群 ,因而 ,根据 $25 中 的 结 
Я, 是 群 4 的 一 个 直 被 加 群 ， 子 群 4x 同样 也 是 4 的 直 被 加 群 ， 
同时 我 们 还 证 明了 在 群 4” 中 存在 一 个 9” 阶 循环 直 被 加 群 ， 它 与 
А; 的 交 是 0. 
现在 让 我 们 转 来 考察 群 如 .由 于 在 同 构 p 之 下 子 群 筷 与 工 中 
的 元 素 的 型 被 保持 , 所 以 群 48 与 Ву РЯ. РАВ; 既然 是 群 B 
中 的 一 个 有 限 纯 子 群 , 它 应 该 是 这 个 群 的 一 个 直 被 加 群 , 但 因为 根 
据 Priifer 第 二 定理 ，B” 可 以 分 解 成 为 循环 群 的 直 和 ， 并 且 根据 
От 定理 的 条 件 , 它 与 群 4* 同 构 ， 所 以 在 刺 中 可 以 找到 一 个 和 
阶 人 循环 二 被 加 群 , 它 与 子 群 Bf 的 交 是 0， 设 这 个 循环 群 的 生成 元 
( 即 以 ВА 为 模 的 陪 集 ) 是 6 В "1. ЕЕ БЕ В НН 1 2, + Н. 
7"0EB .如 果 在 同 构 9 之 下 ,元 素 ys 与 元 素 zs 相对 应 , 那 末 0:6 
B ,而 在 В” 中 存在 这 样 的 一 个 元 素 po 使 得 р" ‘=. — р. 我 
们 现在 引入 记号 8=65 十 p50, 因而 
р" = у», (3) 


并 且 令 
Y={Y,0b}), 
我 们 注意 , р" ФУ. 事实 上 , 由 2- 巧 一 oo, ИУ 将 推出 
Уо р" 6 = р"Бо. 
日 是 , АИ ВВ, ЗОО В ВЕ ВА (В 
БОЕ ЛЗ, ЛЕ В 中 的 高 度 大 于 它 在 直 被 加 群 
{B2+: 十 好 中 的 分 支 的 高 度 , 这 是 不 可 能 的 ， 由 此 也 推出 ,在 群 В 
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中 , ЗЕЕ В; 与 {8 十 外 构成 一 个 直 和 ， 

由 "БУ 及 等 式 (2) 和 (8) 以 及 元 素 xz。 和 y; 在 同 构 p 之 下 
彼此 对 应 推出 ， 子 群 苑 与 了 同 构 : 在 同 构 2 之 下 把 子 群 和 上映 到 
子 群 了 上 而 使 元 素 2 与 元 素 对 应 ,我 们 就 得 到 这 两 个 子 群 之 间 
的 一 个 同 构 了 ， 同 构 了 是 同 构 9 的 延 拓 ， 这 个 同 构 同时 还 保持 元 
ия. Е, Жос Жа=з а 5 9-0-0 (0<Е<р")Е 
А] ф 之 下 彼此 对 应 , 那 订 由 于 x9 = 0,706 х 与 y 的 型 相同 ， 因 
此 , 当 ==0 时 这 一 论断 对 元 素 3 与 了 来 说 也 正确 ， 如 果 取 0, 和 但 
元 素 2 与 y 的 型 不 等 于 4 那 末 元 素 达 与 了 的 型 仍旧 相同 , 因为 元 
素 812 与 中 的 型 为 4 而 两 个 不 同型 的 元 素 的 和 的 型 显然 等 于 这 
网 个 型 中 较 小 的 那 一 人 个， 最 后 ， 如 林 #720 且 元 素 z 与 y 的 型 为 
я, 那 来 元 素 到 与 了 的 型 也 是 4， 因 为 在 群 4 中 (相应 地 在 群 已 
中 ) 子 群 Ах 与 14 а} (НУЛЬ, В; 与 48” 十 5)) 构 成 直 和 . 

现在 剩 下 要 我 们 证 明 的 是 , 子 群 了 是 群 B 中 的 完全 子 群 只 
要 将 上 面 证 明 XX 是 4 中 的 完全 子 群 时 所 作 的 论证 重复 一 遍 ， 而 
把 那里 的 元 素 5 现在 取 为 元 素 5， 于 里 的 元 素 a 现在 取 为 元 素 
р" “pp， 怠 可 以 证 明 这 一 点 .事实 上 , 元素 5 在 子 群 B” 中 的 高 度 为 
22, 其 次 , 陪 集 了 十 和 -2 中 所 有 元 素 的 型 不 大 于 元 素 2 2 的 型 
最 后 , 如 果 在 这 一 陪 集中 可 以 找到 一 个 4 型 元 素 , 它 在 群 有 中 的 高 
度 大 于 7 一 1, 那 末 我 们 就 会 得 出 和 子 群 好 二 1B”… НО} Е ВЮ 
ВИНО З ЗНГ ЛА ЈА. Е ВЕЕ, 

现在 证 明 Ulm 定理 已 经 没有 任何 困难 了 .我 们 利用 自然 数 
АА 与 В 的 所 有 元 素 编 上 号， 然后 在 这 两 个 群 中 选取 子 群 
Хо =0 МУ, =0. ВЫХ РИН В, О<Е< п, 已 经 找 出 满足 预备 
定理 中 全 部 条 件 的 子 群 和 szC4 及 了 CPP， 且 存 在 于 子 群 瑟 * 与 
Ук (Е =0, 1, 2 一 1) ДНИ фк ЗАЛЕ. ЗЕ 
可 以 根据 预备 定理 来 构成 子 群 习 , 及 了 os， 并且 当 元 为 柯 数 时 ， 


一 авы О ае В ЗЫ 
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取 群 4 中 不 属于 ,1 的 元 素 中 标 数 最 小 的 元 素 作 为 由 ПН М п 为 
偶数 时 在 群 B 中 取 类 似 的 元 素 ， 我 们 得 出 , 群 4 是 递增 子 群 列 
АСА САС • СА, С ••• 
的 并 集 , ПЕ В ЕВЕ 
В.СВ,СВ,С СВ, С... 

的 并 集 , 并 且 在 子 群 4, 与 B,, (2 一 0,12,…) 之 间 存 在 着 同 构 p。 
它 是 同 构 pa.1 的 延 拓 ， 由 此 推出 ， 群 4 БВ НЮ. О 定 理 被 
证 明 . 

利用 Ulm 定理 和 前 一 节 的 存在 定理 , 可 以 证 明 以 下 的 定理 
(参看 Baer[15]), 这 个 定理 对 于 群 的 直 积 的 一 般 理 论 来 说 也 是 有 
意义 的 ， 

若 群 G 是 一 个 可 数 既 约 准 素 群 ， 那 未 这 个 群 的 任意 两 个 直 分 
解 都 具有 同 构 延 拓 的 充分 与 必要 条 件 是 ,这 个 群 的 型 等 于 1. 

事实 上 , 如 果 r= 了 1 那 末 根据 Priifer 第 二 定理 ， 群 G 可 以 分 
解 成 为 循环 群 的 直 和 , 然后 再 应 用 8 24 中 的 结果 ， 另 一 方面 ， 设 
z>1 并 且 设 Ulm 因子 G7, 0 过 go 过 z, 已 被 分 解 成 阶 为 

ре", 2, +, р‘ +, еее 
的 循环 群 的 直 和 , 此 处 т, Сп, оеп 0. А 二 A, 十 
B,, 此 处 4, 是 群 人 的 这 一 分 解 中 对 奇数 天 的 一 切 рте 阶 循环 被 
加 群 的 直 和 , В, 是 同样 的 直 和 ,但 大 取 偶数 . 于 是 存在 群 4 及 B, 它 
们 的 Ulm 因子 列 分 别 是 序列 До, Д, 6 Аз + Во, В, 55, 
B,,…， 直 和 4+B 的 Uim 因子 与 群 G 的 Ulm 因子 一 致 ， 因 此 ， 
根据 Ulm 定理 ， 
С А -- В. 

男 一 方面 ,存在 群 4 及 BB， 它 们 的 Ulm 因子 列 分 别 是 Во, А1, …， 


1) 这 自然 不 是 说 ,在 群 G” 的 分 解 中 ， 只 出 现 一 个 阶 ро 的 循环 被 加 群 ， 
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А,, 及 А,, В,, --,В., -**, НЕЕ 
а— А-В. 

由 上 一 节 所 证 明 的 关于 直 和 的 Ulm ҢА РЕ ВА Е АЈ 
Ulm 因子 的 直 和 这 一 定理 容易 推出 , 我 们 所 作 的 群 G 的 这 两 个 直 
分 解 没 有 同 构 的 延 拓 ， 

关于 在 什么 条 件 下 ， 一 个 不 可 数 的 既 约 准 素 群 的 任意 两 个 百 
分 解 具有 同 构 延 拓 的 问题 迄今 尚未 解决 , 甚至 连 条 件 *= 工 是 不 是 
一 个 必要 条 件 或 充分 条 件 ， 也 还 不 知道 .关于 这 一 方面 我 们 誉 出 
KynxakoB[2] 的 一 个 结果 ,但 不 加 以 证 明 : КИЕ ЕО ен 
环 群 直 和 的 闭 包 (在 $26 意义 下 ), 那 末 它 的 任意 两 个 下 分 М 
有 同 构 延 拓 ， 

在 结束 本 节 时 , 我 们 还 要 讨论 一 下 Ulm 定理 是 否 能 推广 到 不 


ЗН ВЕ ЕВУ НЕ АУУ ОВ гы ЛЕ С ИЕ а ЖЕ ИУ ИР, 
而 且 在 可 数 情形 下 就 变 成 Ulm 定理 的 那 种 定理 . 无论 如 何 , 只 是 
单纯 地 由 Ulm 定理 的 陈述 中 去 掉 “ 可 数 ” 一 词 而 得 出 来 的 这 样 的 
定理 , 是 不 能 被 证 明 的 一 一 Kynagos[2]1 曾 找到 一 些 反 例 . 在 这 些 
例子 里 所 指出 的 群 都 共有 可 数 型 ， 下 面 叙 达 的 是 一 个 型 为 2 的 既 
约 准 素 群 的 例子 ; Я Л.Я. Куликов 告诉 作者 的 并 且 在 
这 里 急 次 发 表 ， 

Куликов 的 例子 ， 用 2;(i 二 1, 2,…) 表 示 р’ 阶 循环 群 ,4 з 
示 这 些 循环 群 直 和 的 闭 包 (参看 § 26)， 这 样 ，4 就 是 由 每 一 个 2 
中 取出 一 个 元 素 作 成 的 序列 所 构成 的 群 ， 并 且 在 每 一 个 这 样 的 序 
列 中 ， 所 有 元 素 航 阶 全 体 有 界 ， 令 妃 是 铬 4 中 一 切 只 有 有 限 个 非 
零 分 文 的 2 лЗ АКН ДЕ, С 是 一 切 这 样 的 2 阶 元 素 所 组 
ПАРЕ, ХЛ АН АЛЕ Лур АУЕ у 36, ИИ 
ВВ 27 к ИСТИН. ЛАВА 0, 


一 — a pr FN Ph Ee поль HT rn == = 
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ВСССА,, 
这 里 4 是 群 4 的 底层 
我 们 证 明 以 下 的 论断 ， 
ИНЬ G 一 分 是 互 不 同 构 的 既 约 准 素 群 ， 它 们 的 型 都 是 
2 并 且 它 们 的 Ulm 因 子 同 构 ， 
我 们 令 Н* ЕЕЕ, Не 是 由 群 互 中 具有 无 限 高 度 的 元 


过 所 组 成 的 、H* 中 任意 元 素 寻 都 及 =a 十 B 的 形式 ， 此 处 4a 
хе 4 中 的 一 个 2 阶 元 素 , 元 素 a 的 第 2 个 分 支 用 2 来 表示 ， 如 果 
数 а ОЕ, 那 末 对 于 任意 гп, 在 群 和 中 都 存在 这 样 的 元 素 2， 
使 得 p"z; =2:. НИХ, 在 п 上 时令 а =0. 于 是 
2 == (21 25, es а › "1 ) 

ХА у р" 阶 元 素 , 并 且 р" ЄВ, р" (2' +В) =". 
这 就 证 明了 ,元 素 h* 在 群 且 中 有 无 限 高 度 , 即 

Н*СН', (4) 
这 里 五 是 群 且 的 无 限 高 度 元 素 所 作成 的 子 群 . 


其 次 ， 由 五 = 分, н» 二 所得 出 同 构 关 系 


B B 
ВА 
Н* А, 


但 是 , 因为 映射 a->pa, aE4, 是 群 4 到 子 群 z4 上 的 同 态 有 映射 ， 它 
的 核 为 4 所 以 全 之 p4. 因此 


H 
ВА: у (5) 


因为 群 24, 和 群 4 本 身 一 样 ,不 含 无 限 高 度 元 素 ， 所 以 由 (4) 
КЛЕЩ 


Hi~H*, (6) 


224 же ЖМИ С ДОК 
Н 
= 7 
Н! = рА. ( ) 


我 们 已 经 求 出 了 ВЕН АУ Ulm 因子 并 且 特 别 地 ,证 明了 群 且 是 一 个 
型 为 2 的 既 约 群 . 


现在 我 们 来 投 出 群 G 的 Ulm 因子 ， 如 果 令 了 =- 号, 那 末 由 于 


4 А. 
_Н 
@=7. (8) 
由 DCH* 及 (6) 推 出 DCH', 因 而 由 (8) 推 出 
‚_Н. | 
= (9) 


Е Ете Еа Е Е ВО 在 群 
方 中 有 无 限 高 度 ， 那 末 对 于 任意 mw 存在 这 样 的 元 素 hE 及 和 
,ED, 使 得 p"hs =h 十 dn; 但 是 元 素 d ЕЛЕН АН ВЫ, 1А 
此 元 素 的 高 度 也 是 无 限 的 . 
由 (8) 与 (9) 推 出 

_Н 

ит. (10) 
另 一 方面 , 根据 (6)， 群 И: 具 连 续 统 的 势 并 且 由 了 阶 元 素 所 


构成 ， 这 一 点 对 于 群 G 来 说 也 是 正确 的 : (9), (6) № ЖН* 5 
D 的 定义 推 得 ， 


ч 9 


12241 
а с», 
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($ 24), ТИЯ АЭ А 
QH, (11) 
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ХЕН Г, Слим, а Ош 因子 分 
ьн Ulm 因子 同 构 . 
还 要 证 有明 群 囊 与 群 G 不同 构 ， 为 此 ， 注 意 到 包含 关系 НС 
HH;G CQ, 此 处 是 与 G 分 别 是 群 旦 与 G 的 底层 ,就 只 要 证 明 商 


Н; р.6; 
БОЖИЮ, 
Н(ФЗИПЯЙЕ, Вт =. 9—77, Н, =, 此 处 


L 表示 群 和 4 中 一 切 p 阶 元 素 和 一 切 只 有 有 限 个 异 于 零 的 Pp 阶 分 
支 的 2 阶 元 素 所 构成 的 子 群 ， 由 此 推出 ， 


但 商 群 站 是 一 个 可 数 群 
现在 让 我 们 考察 高 群 号 首先 ， 
А 
@ =. (12) 
事实 上 ,因为 PCHH', 所 以 在 群 及 到 群 G 二 亿 的 自然 同 态 之 下 ， 子 
С 的 完全 原 象 就 是 子 群 Н", а (буна, А, 是 子 群 НУ 在 群 4 
到 群 万 = 各 上 的 自然 同 态 之 下 的 完全 原 象 ， 由 此 推出 ， 在 群 4 到 
群 G 一 各 的 自然 同 态 之 下 , 子 群 G1 的 完全 原 象 就 是 子 群 4; 这 就 
证 明了 等 式 (12) 
曙 一 方面 ,G1 一 各 ,这 里 表示 群 4 中 由 一 切 p 阶 元 素 以 及 一 


УХЕ р И ЗЕНА ГА, Хр 阶 元 素 只 有 有 限 多 个 
号 为 奇数 的 р" 阶 分 支 ， 而 标号 为 偶数 的 8 阶 分 支 则 可 能 有 无 


а -, Бі" ан ， Е А РЕ! ГЕЗ “ 
А _ ep itp re hp 
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限 多 个， 由 此 及 (12) 推 知 ， 


但 是 商 群 革 具有 连续 统 的 区 
这 就 证 明了 群 右 与 G 不 同 构 [参看 补充 30.3. ] 


8$ 29， 混 合 阿 贝尔 
混合 阿 贝 尔 群 G 叫做 分 枝 的 ， 假 如 它 可 以 分 解 为 一 个 周期 群 
及 一 个 无 扭 群 的 直 和 ， 显 然 ， 周 期 被 加 群 与 群 G 的 周期 部 分 玉 重 


合 ,而 无 所 被 加 群 与 商 群 人 同 构 ， 


一 切 人 循环 群 的 二 和, 特别 ， 一 切 具 有 限 生 成 系 的 阿 只 尔 群 ,以 
及 一 切 完 备 群 部 是 分 枝 群 ， 但是， 下 面 就 会 看 到 ， 并 不 是 所 有 混 
合群 都 是 分 枝 的 。 由 于 这 一 点 ， 关 于 可 分 枝 的 条 件 问题 ， 也 就 是 
Й, 在 什么 条 件 下 , 混合 群 的 研究 可 以 归结 为 周期 群 和 无 扭 群 的 研 
究 的 问题 , 束 成 合 混 合群 理论 中 的 基本 问题 . 

我 们 证 明 以 下 定理 ， 同 时 在 证 明 过 程 中 将 要 作出 儿 个 非 分 材 
群 的 例子 . 

凡 周 期 部 分 与 一 个 给 定 的 周期 群 了 了 同 构 的 住 何 一 个 阿 贝 尔 群 
是 分 枝 群 的 充分 必要 条 件 是 ， 群 了 可 分 解 成 为 一 个 完备 群 和 元 率 
的 阶 全 体 有 界 的 一 个 群 的 直 和 , 

下 面 关 于 定理 中 条 件 的 充分 性 的 向 单 证 明 х Куликов[1]38 
出 的 . 及 大 一 下 十 Fo Жн Е, жс Р 的 元 素 的 阶 全 体 有 介 ， 
ХЕРЕС 的 周期 部 分 .如 在 $23 中 所 证 , 完备 子 群 本 
可 以 作为 一 个 直 被 加 群 从 群 G 中 分 出 来 ， 

Я=Р. РС’. 
这 时 群 @ 的 周期 部 分 下 ЗЕР, 同 构 , 这 就 是 说 ， 它 的 元 素 的 阶 
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全 体 有 界 ,但 因为 子 群 "是 群 98 的 纯 子 群 ,所 以 ， 如 在 $ 25 中 所 
证 , 它 是 G' 的 一 个 直 被 加 群 ， 这 就 证 明了 群 G 是 一 个 分 枝 群 . 

我 们 转 来 证 明定 理 中 条 件 的 必要 性 . 首先 证 明 以 下 预备 定 
车 周期 群 了 可 以 分 解 成 两 个 群 的 直 和 ,了 二 F' 十 F''， 并且 存在 
一 个 非 分 枝 群 G, Е 为 其 周期 部 分 , 那 末 周期 部 分 与 了 重合 的 
#Н=-Е 十 @ 也 是 一 个 非 分 枝 群 . 

事实 上 , 如 果 存 在 分 解 

Н=Е+Н=Е’-+- Е" 十 万 ， 
其 中 Во А ЖЖ, ЖБИ ЛР 

这 个 预备 定理 使 得 我 们 以 下 可 以 限于 讨论 群 了 是 既 约 的 情 
形 .如果 在 这 一 假定 之 下 , 群 了 的 元 素 的 阶 不 全 体 有 界 , 那 末 下 面 
两 种 可 能 一 定 有 一 个 成 立 : 或 者 在 把 群 了 分解 成 准 素 群 直 和 时 ,在 
这 些 准 素 直 被 加 群 中 的 某 些 个 的 元 素 不 全 体 有 界 ， 或 者 这 些 直 被 
加 群 的 个 数 无 限 ， 我 们 分 别 考察 这 两 种 情形 . 

在 第 一 种 情形 下 ， 根 据 预备 定理 ， 可 以 假定 群 了 本 身 是 准 素 
的 ， 这 样 ,给 定 的 是 一 个 包 合 具 住 意 大 阶 数 的 既 约 准 素 群 (对 一 
个 素数 卫 的 )， 我们 用 Fs(% 二 1，2，…) 来 表示 群 了 中 一 切 在 了 内 
高 度 不 小 于 的 元 素 所 组 成 的 子 群 ， 其 次 , 在 五 中 选取 元 素 组 a， 
@., **°, (i, … 及 bi, 02， .., bi "”’, 它们 具有 以 下 性 质 (都 是 对 7 — 1, 
2, … 而 言 ): 1)D;1 一 0 十 和 0 т, bl 一 CGI， 2) 元 素 Б, Ой = 7 无 
限制 地 增 大 ; 3) 7С Б, 所 在 的 对 子 群 ; 的 陪 集中 ， 以 5; 的 阶 
最 小 ， 这 两 组 元 素 可 以 按 以 下 方式 作出 : 在 对 子 群 了 的 一 个 陪 
集中 (但 不 在 内 ) 选 取 一 个 具 最 小 阶 的 元 素 作 为 bi, ЗН. Аа, = 
5 ， 息 该 元 素 b; 与 0 已 经 克 出 并 且 设 元 素 b; 的 阶 是 р". НР 
Е 中 元 素 的 阶 无 界 以 及 由 于 这 个 群 的 既 约 性 使 得 我 们 可 以 在 它 里 
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Ш АЕ ла, БЕ НАНТ +}. К 
次 ， 设 元 素 y 满足 等 式 p'y = 二 zx， 我 们 选取 元 素 5: 十 p'y 所 在 的 对 
ТВЕР, а 的 陪 集中 的 一 个 阶 数 最 小 的 元 素 并 且 把 它 记 作 инь. 如 
果 

В =; рр’), ЕР, 
那 末 就 令 qi,1 =9-- р, НИ 6,1 =6, ра. 还 剩 下 证 明 ， 
元 素 0 的 阶 大 于 元 素 5b; 的 阶 ， 事实 上 ， 由 p bit 二 0 将 得 出 
7 ”YY 十 pf=0, 由 此 ,因为 8s 十 i<h， 

2 一 2 一 六 《一 及， 
但 是 这 与 元 素 2 的 高 度 是 大 这 一 事实 矛盾 . 
现在 我 们 要 作出 一 个 阿 贝 尔 群 G， 这 个 群 的 生成 系 由 群 了 中 

所 有 元 素 以 及 可 数 多 个 元 素 pi V2，,…,Vi;,… 组 成 ， 而 它 的 定义 关 
系 则 是 交换 性 关系 , 群 了 中 元 素 间 的 所 有 关系 , 最 后 , 还 有 关系 

Роза 0:4, 01,2, + (1) 
在 这 里 是 按照 上 面 所 述 的 方式 定义 的 元 素 ， 由 关系 (1) 所 推出 
的 任何 一 个 结果 都 可 以 写成 


УЕ, (ро 0а) =0 (2) 
$=1 


的 形式 ,此 处 п21, 0, 是 整数 且 560. НЕЕ Я (2) Н о, 
的 系数 不 为 等 ,因而 由 关系 (1) 不 可 能 推出 在 五 中 不 为 零 的 茶 些 
的 元 素 寺 于 零 的 结果 ， 换 名 话说 , 群 也 是 群 G 的 子 群 ， 其 次 ,我 们 
还 得 出 ,由 关系 (1) 不 可 能 推出 关系 во, =а, ША #0, аСЕ, 也 就 


是 说 , 元 素 v4 的 阶 是 无 限 的 ， 因 此 , ВЕЛЕНО, 而 也 是 于 
G 的 最 大 周期 子 群 . 


1) 容易 看 出 , 它 与 p 进 分 数 群 Rp 同 构 ， 


$29. 混合 阿 员 尔 群 229 
ЕБЕР ЕСА, ВП G= 二 且 . 于 是 ој, 
ВЕР, СН, =1,2,.... 因为 a:&F, 所 以 由 关系 (1) 可 以 推出 
рї: =fit ai. 
特别 , рр = р Ба =} +0. БЕСЕ Г 
р Һ=рҺЪЫ, 1» 
那 末 
pfin=p рр ai=fitb+p а=}, 
ПУ) р’: СР, 所 以 我 们 得 出 , 当 半 =1 2，… 时 ， 元 素 访 与 2 
ЖТР Р, А. И, 根据 元 素 b; 的 定义 得 出 ,元 
я Ў. БРА 0: 的 阶 ,但 是 元 素 6, 的 阶 随 着 i 无 限 增 大 ， 
ТА РСС Р 的 阶 的 有 限 性 相 了 矛盾 的 结果 ， 这 样 就 证 明 
Т.Г 不 是 人 的 直 被 加 群 ， 
我 们 现在 转 来 考 坚 上 面 所 指出 的 第 二 个 情形 ， 也 就 是 说 ， 假 
定 群 过 是 无 限 多 个 对 于 不 同 的 素数 р, ро, ров 约 准 素 群 
的 直 和 ， 


FP= У\Р,, (3) 


ЕТА Е, 的 每 一 个 里 我 们 选 出 一 个 高 度 为 0 的 非 零 元 素 a; 并 且 
按 下 述 方式 构成 阿 贝尔 群 G:; ЕВЕ ЕР Нл, Ш 
外 再 加 元 素 20;21,…,21，…， 而 它 的 定义 关系 是 交换 性 关系 ， 群 
Е 中 元 素 间 的 所 有 关系 , 最 后 还 有 关系 
2 一 00 十 0 一 1 2 … (4) 
如 同 前 一 情形 一 样 , АВН, К 是 群 G 的 子 群 ， 并 且 是 它 的 最 大 
周期 子 群 . 
假定 了 是 G 的 直 被 加 群 ， 即 G=F+ 恕 ， 那 末 wv;=fi 十 hh， 
ВЕР, МЄН, 1=0,1,2,.-.. МУ) аЕР, 所 以 由 关系 (4) 推 出 
pifi=fota #=1,2, + (5) 


5 5% жилые Е 
元 素 Јо 是 从 分 解 (3) 的 直 被 加 群 中 所 取出 的 有 限 个 分 支 的 和 ， 因 
此 可 以 找 出 这 样 的 一 个 标 数 j， 使 得 元 素 fo 在 ,中 的 分 支 等 于 
零 ， 如 果 把 元 素 方 在 直 被 加 群 Р, ЗЕ Г, ЖЖ 
(5) 在 i 一 j 时 就 变 成 等 式 
27 方 一 9j Е 

但 是 这 与 元 素 a; ЕВЕР, ОЕ К ЗЭР, 

这 就 结束 了 定理 的 证 明 ， 

混合 群 G 可 分 枝 的 条 件 也 可 以 用 它 的 周期 部 分 和 高 群 名 的 
性 质 之 间 的 美 系 的 形式 给 出 来 ，Baer[3] 就 是 这 样 来 研究 这 个 问 
题 的 , 但 他 对 无 握 群 务 加 上 一 些 限制 , 不 过 ， 假 如 这 个 群 是 可 数 的 ， 


话 , 这 些 限制 月 然 总 能 满足 ， 上 面 所 证 明 的 定理 实际 上 是 Baer 的 
结 采 的 推论 ， 对 于 这 个 问题 的 另外 的 处 理 ， 是 同 混合 群 的 自 同 构 
关联 考 的 ， 包 含 在 Мишина 的 论文 [2] 中 ， 在 Ляпин 的 论文 [3] 
中 也 可 以 找到 可 分 枝 性 的 一 个 判断 法 ， 至 于 一 个 无 扭 群 鼠 应 该 满 
外 什 全 样 的 条 件 ,才能 使 任何 一 个 阿 贝 尔 群 (在 它 对 其 周期 部 分 的 
ВНЕ НЕ) НОВОЕ РБЕ АО, 这 样 的 条 件 到 目前 为 止 还 没有 建立 
起来， [参看 补充 32. ] 

不 要 把 混合 群 的 分 枝 问 题 和 混合 群 的 分 解 问题 混为一谈 ， 痢 
面 作出 了 非 分 枝 的 混合 阿 贝 尔 群 的 例子 ， 但 是 任何 一 个 混合 阿 忠 
АРС ЯВ Зуд т, Я А Яа (Куликов[1]). 

事实 上 , ПАТЕ ВОЈА НЕВА Р дезе Ау, 那 末 了 是 G 的 直 被 . 
МИЕ, НИР Жл Н, 那 末 利用 § 25 的 结果 ， 包 括 本 节 的 预 
备 定理 ， 在 五 中 可 以 找到 一 个 循环 直 被 加 群 4 子 群 4 既然 是 
的 纯 子 群 ， 它 也 是 群 @ 的 纯 子 群 ， 而 因为 这 个 子 群 又 是 一 个 有 限 
ПЕ, 这 也 就 是 说 , 它 的 元 素 的 阶 全 体 丰 界 , 所 以 再 根据 8$ 25, 4 可 以 
作为 一 个 下 被 加 群 从 @G у, 
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530. 3.1 的 群 : 无 扭 群 元 素 的 型 | 

ЯЗВ ЛУК РЕН 91 Н ВЖЕ аж, ВЕЕ ЙЕ 

贝尔 群 来 要 少 得 多 ， 在 无 扭 阿 贝尔 群 的 理论 中 要 大 用 和 群 的 秩 这 一 

概念 (参看 $ 19)， 并 且 有 限 秩 的 群 将 作为 一 个 基本 研究 对 象 而 出 

现 。 在 无 扭 阿 贝尔 群 理论 的 各 种 著作 中 称 之 谓 自足 子 群 ,了 团子 群 ， 

除 子 群 等 等 的 纯 子 群 (参看 § 25) 这 个 概念 也 在 这 里 占有 极 重 要 的 

地 位 

应 该 考虑 到 这 一 事实 , 在 无 扭 阿 贝尔 群 里 ,方程 

пт =а, п2>0 (1) 

ШИА РМ, НАБРАВ. НИ 

出 ， 无 担 阿 贝尔 群 G 的 子 群 C 是 纯 子 群 ， 当 且 仅 当 商 群 仿 是 死 提 


群 ， 由 方程 (1) 的 解 的 唯一 性 还 可 以 推出 , 无 扭 阿 贝 尔 群 人 的 任意 
一 组 纯 子 群 的 交 仍 是 这 个 群 的 纯 子 群 ， 因 此 ， 我 们 可 以 谈论 由 和 群 
G 的 一 些 元 素 的 集合 履 所 生成 的 群 8 的 纯 子 群 ， 把 它 就 理解 为 群 
G 中 一 切 含 必 的 纯 子 群 的 交 ; 这 样 的 子 群 显然 是 存在 的 , G 本 身 就 
是 其 中 的 一 个 . 

无 扭 群 G 的 由 集合 肛 所 生成 的 纯 子 群 由 G 中 一 切 与 集合 肛 线 
性 相关 《在 》$19 的 意义 下 ) 的 元 素 所 组 成 ， 

事实 上 , 如 果 元 素 4 БАМ, ХИ, 如 果 元 素 
a 的 某 一 倍数 在 子 群 {MM} 内， 那 末 这 个 倍数 也 在 履 所 生成 的 纯 子 
群 内 , МАН РАМ}, тра 本 身 也 在 所 生成 
的 纯 子 群 内 ， 另 一 方面 ， 群 G 的 一 切 与 集合 到 线性 相关 的 元 素 构 


| 
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成 一 个 子 群 : 任意 两 个 元 素 , 如 采 它 们 的 某 一 倍数 属于 { 形 }， 那 未 
它们 的 和 与 差 也 具有 这 一 性 质 ， 这 个 子 群 包含 到 并 且 十 G 中 的 纯 
于 群 : 1: пф=а Н вае{М}, ВЖ Сп) {М}, О БМ 线性 相 
2. 

$ 23 我 们 知道 , 任何 一 个 阿 贝 尔 群 都 包含 在 6—5 бт РА ЈА 
尔 群 肉 ， 我 们 其 至 可 以 断言 ， 任 何 一 个 无 捏 了 癌 贝 尔 群 都 包含 在 菜 
一 完备 无 扭 阿 贝尔 群 内 ， 即 包含 在 若 于 灵 型 群 的 直 和 内 。 这 一 所 
不 难 由 $23 中 所 引入 的 相应 定理 的 证 明 推 出 ,但 是 也 可 以 直接 证 
朋 这 一 论断 : ИЖ НЕС о ЧУН р, ВЖЕ С 
БН ЖИ ВУЗ РА, АВЕС НА ЛЕН НЯ 
期 部 分 的 商 群 内 , 而 这 个 商 群 是 一 个 完备 无 捏 群 . 

住 何 一 个 具有 限 秩 R% 的 无 扭 阿 贝尔 群 GG 都 包 合 在 一 个 秩 负 的 
完备 无 握 阿 贝尔 群 内 ， 即 包含 在 有 个 灵 型 群 的 直 和 内 ， 

事实 上 ， 群 G 包含 在 某 一 个 完备 无 查 群 如 内 ， 它 所 生成 的 群 
的 纯 子 群 G 也 是 完备 的 .而 前 面 已 经 证 明 ，G ПЕК ТЖ 
都 与 G 线 性 相关 ， 因 而 与 群 8 的 任意 一 个 极 大 线性 无 关系 线性 相 
х, НЮ, ЕО ВЖЕ п. 

特别 地 ,由 此 推出 , 任何 一 个 秩 1 的 无 握 群 都 与 有 理 数 加 法 群 
Ко 0-13-80. дл, АГИТО К 
的 完全 揪 述 时 (这 是 这 一 节 的 目的 )， 那 未 同时 就 得 到 了 群 且 的 所 
有 子 群 精确 到 同 构 的 描述 . 

我 们 引入 一 个 辅助 概 念 ， 我们 称 任 意 形式 如 

人 一 (1, @2, “Ons ...) 
的 序列 为 一 个 特征 ,此 处 每 一 个 %, 或 者 是 零 ， 或 者 是 自然 数 或 者 
400, Е а 与 
В = (8, В», ++, Bn,**) 

说 是 等 价 的 ,假如 除去 可 能 的 有 限 多 个 都 异 于 co 的 а, 与 Pr 外 ,对 
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于 一 切 % 来 说 , 都 有 а,=6,. 显然 ， 所 有 特征 可 分 成 互 不 相交 的 
等 价 特征 类 ; ежи, Н.Я ЕЕ} а, 6, с, … 来 表示 
在 型 的 集合 中 如 下 地 引入 一 个 伪 序 关系 : а<0, 假如 型 a 里 在 
在 这 样 的 特征 % 而 型 了 里 存在 这 样 的 特征 В, 使 得 对 一 切 % 来 说 ， 
Gr 全 Ba; 自然 ， 这 时 符号 co 被 认为 大 于 任何 目 然 数 ， 利 用 型 的 定 
义 , 读者 不 难 验 证 以 下 的 论断 是 正确 的 ; 
1) aa; 
2) 看 а<Ъ, <6 Ж а<е; 
3) 1: а<0, < а, 那 林 4 二 65, 即 两 个 型 重合 . 
一 切 型 中 最 大 的 是 由 唯一 的 特征 
(оо, со, .co +.) 
所 组 成 的 型 ; 这 个 型 由 于 下 面 就 会 明白 的 原因 ， 我 们 把 它 叫 做 B 
和 型， 一 切 型 中 最 小 的 是 由 特征 
(0, 0, … 0, «+1) 
所 组 成 的 型 , 这 个 型 我 们 称 作 零 型 ， 
БЕ Га 及 b， 我 们 在 它们 里 面 分 别 选取 特征 a 及 并 
ВУЛ = 
| р=ши (а, В), п=1,2, =>. 
容易 看 出 , 由 特征 
(рту ра» "5 Prns +.) 
所 确定 的 型 6 与 在 型 a 及 中 的 特征 & 及 有 的 选取 无 关 ， 这 个 型 
契 一 切 小 于 或 等 于 型 a 及 型 b 的 型 中 最 大 的 ; 型 5 叫做 型 a 与 1 
的 积 ,¢ 二 ab， 显然 , 类似 地 可 以 谈论 任意 有 限 个 型 的 积 ”) 
我 们 转 来 描述 秩 1 的 无 扭 阿 贝尔 群 ， 令 ри, ро, 5, Ps，…' 是 所 


1) ВЖ, 
2) 我 们 也 可 以 证 明 , 在 大 于 或 等 于 型 as 及 6 的 型 中 有 一 个 最 小 的 ， 换 一 名 话说 ， 
型 的 集合 是 一 个 烙 (参看 $ 43)， 
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有 素数 的 序列 , 它们 是 按照 递增 的 顺序 来 编号 的 、 其 次 , 令 G 是 秩 
1 的 无 扭 阿 贝尔 群 而 e 是 G 中 一 个 不 等 于 零 的 元 素 ， 我 们 使 特征 
с ВАХ, ЗИ УЕ р, = 二 a 在 G 中 没有 解 ， 那 玉 就 令 а, = 0, 
如 采 方 程 pxz = а 在 G 中 可 解 ,但 方程 ps*'x=a ЕС ФЛ пр, ЭБ 
ЯР on 一 及 如 果 一 切 方程 рига, =1,2, … 在 G 中 都 有 解 , 那 
末 就 令 аъ = со. 容易 证 明 , 把 元 素 4 换 成 元 素 ma 后 , 此 处 是 一 
个 不 为 零 的 整数 , 如 果 符 号 ws зоо, ЖК а, 不 改变 ， 如 果 ax, 是 有 
限 的 并 且 等 于 1>>0, 而 т рат’, (р, т) 二 1， 那 末 经 过 代替 后 ， 
将 有 a 二 十 换 句 话说 ,在 这 种 情况 下 ,特征 又 被 与 它 等 价 的 特 
征 所 代替 .如 果 把 元 素 a 用 G 中 任意 一 个 不 为 零 的 元 素 5 来 代 
2, 这 一 事实 也 成 并 ,因为 元 素 4 与 5 具有 异 于 零 的 公 倍 数 ， 反 过 
Ж, 如 本 特征 6 与 特征 & 等 价 , 那 末 可 以 找到 这 样 一 个 元 素 5 ЖК 
Жс ,借助 于 这 个 元 素 , 特征 8 与 群 G 对 应 ， 事 实 上 ， 若 4 一 
Вл = Ы 220(п= 51,1, "+, 5.) 5 Вл. = > 0 = да» "9 11), 
而 对 十 所 有 其 余 的 п, о, = В „› 那 末 就 取 方 程 
了 
的 解 作为 5; 容易 看 出 , 这 个 解 在 G 中 是 存在 的 . 

我 们 得 到 , 对 于 任意 一 个 秩 1 的 无 握 阿 贝尔 群 ,都 有 一 个 唯一 
确定 的 型 与 它 对 应 、 互 不 同 构 的 群 有 不 同 的 型 与 它们 对 应， 事实 
上 ,如 下 售 助 于 元 素 0 特征 a Ба 对 应 ， 那 末 对 于 任意 一 个 使 
а, оо уп 1, 方程 mz 二 a 在 G 中 有 人 解 , У НУЧ т ВЕ р, 的 不 
大 于 an 次 大 所 整除 一 一 如 果 元 素 上 与 5 满足 等 式 20=a Ы 4е= 
о, 其 中 2 与 9 是 互 素 的 数 ， 那 未 方程 (za)z=4 被 元 素 18 二 sc 所 
А, 此 处 р5--49:=1. 这样， 在 把 群 G 映 入 有 理 数 加 法 群 BR, 而 
л а ВЕБЕ 1 的 映射 之 下 , ДЕС НИЕ В ЕВ, 上， 这 个 
于 群 由 一 切 这 样 的 有 理 数 所 组 成 ， 它 们 的 分 母 (在 跷 约 写 法 之 下 》 
能 被 素数 р, 的 不 大 于 а, 次 需 所 整除 , БИ а, оо; 而 能 被 р, 的 
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ЕВА, (Б а, = оо. 但 是 В, ЕВ Нч М НАЯ 
下 述 性 质 的 唯一 子 群 ， 它 借助 于 元 素 1 使 特征 & 与 它 对 应 ， 这 就 
证 明了 ,给 定 特征 a, 如 果 不 计 同 构 的 话 ， 群 G 被 完全 确定 ， 同时 
我 们 也 得 到 , 对 于 任意 型 a， 可 以 找到 群 忆 的 一 个 子 群 ， 使 得 型 a 
与 它 对 应 . 
这 样 ， 在 一 切 型 和 一 切 互 不 同 构 的 秩 1 的 无 握 群 之 间 建 立 了 
一 个 相互 单 值 对 上 应。 这 时 五 型 与 群 及 本身 对 应 ， 这 就 是 它 的 名 称 
的 由 来 ， 零 型 与 无 限 循环 群 对 应 ， 如 果 令 as= со, 而 当 s 关 时 ， 
а, 0, 则 这 样 的 特征 所 构成 的 型 与 p; 进 分 数 ( 即 分 母 是 素数 р, 的 
项 的 有 理 数 ) 加 法 群 对 应 ， 我 们 还 要 指出 , 包含 特征 
(1, 1, ..., 1, ...) 
НЗ А ВЕНЕ СЕТА ЗЕ ЗЕ 27 Е Ну ЖДИ ЕЖЕ МХ. 
如 未 秩 1 的 无 扭 群 G 对 应 着 型 a, 那 末 就 说 , G 是 a 型 群 . 
所 得 到 的 秩 1 群 的 描述 是 足够 清楚 和 便利 的 了 例如， 读者 
不 难 证 明 , 如 果 给 定 两 个 秩 1 的 无 扭 群 G 与 互 ,它们 分 别 对 应 着 型 
a 与 b, 那 末 群 G 与 群 瑟 的 一 个 子 群 同 构 , 当 且 仅 当 аҹы, 由 此 
推出 , 如 采 群 G 与 且 的 每 一 个 都 与 另 一 个 的 子 群 同 构 , 那 末 这 两 个 
群 彼此 同 构 .我 们 的 描述 也 同时 指出 了 秩 1 的 无 扭 阿 贝尔 群 的 多 
种 多 样 性 , 特别 , 由 此 推出 ， 所 有 这 些 群 的 集合 具有 连续 统 的 势 . 
现在 回 过 来 讨论 任意 无 扭 阿 贝 尔 群 ， 设 G 是 这 样 的 一 个 群 而 
4 古 它 的 一 个 异 于 零 的 元 素 。， 由 元 素 a 所 生成 的 群 G 的 纯 子 群 4 
外 一 个 秩 1 的 群 , 因为 正如 上 面 所 指出 的 那样 , 这 个 子 群 的 任意 元 
素 都 与 元 素 4 线性 相关 ， 这 个 子 群 同时 是 群 G 中 含有 元 素 a 的 最 
六 秩 1 ТА. 我们 把 子 群 4 的 型 叫做 元 素 a 的 型 ， 换 句 话说 ， 元 
系 а 的 型 是 这 样 的 特征 的 型 ， 这 个 特征 是 如 此 得 到 的 : 2 а, = 2, 
ДЕ С УЕ рака 可 解 ， 但 方程 ‘= 不 可 解 ; Ш 
%n 王 09, 假如 对 所 有 的 来 说 ， 形 式 如 рых =а 的 方程 在 G 中 都 可 — 


А ЖИ 
解 ， 此 处 р, (п =1, 2, 6) ВЕТЕР КЖ. ЕЕ 
这 个 意义 下 ,我 们 也 有 时 谈论 群 G 的 元 素 4 ШЕЕ. 

我 们 现在 可 以 把 群 G 的 异 于 零 的 元 素 按 照 它们 的 型 来 加 以 分 
类 ， 这 在 某 种 痘 义 下 相当 于 把 准 素 阿 贝 尔 群 的 元 素 分 成 有 限 高 度 
和 无 限 高 度 的 分 法 ， 因 此 ， 无 捏 阿 贝尔 群 可 以 按照 它们 所 包含 的 
元 过 是 什么 样 的 型 来 分 类 .， 特别， 可 以 分 出 几 异 于 零 的 一 切 元 素 
都 有 同一 个 型 a 的 那 种 群 来 作为 特殊 的 研究 对 象 . 虽然 如 此 , 仅仅 
这 样 一 个 限制 对 于 次 远 理 论 的 发 展 册 是 不 够 的 ， 不 错 , 容易 看 出 ， 
所 有 有 寞 于 零 的 元 素 都 具有 忆 型 的 群 是 完备 群 ， 因 而 已 经 完全 被 研 
究 了 ;但 是 对 于 所 有 这 样 的 群 , 其 中 一 切 非 零 元 素 都 有 (比方 说 是 ) 
零 型 , 则 疝 了 研究 得 很 少 . 

我 们 指出 无 扭 阿 贝尔 群 G 的 元 素 的 型 的 某 些 性 质 ， 这 些 性 质 
在 下 一 布 要 用 到 ， 

I。 两 个 彼此 线性 相关 的 元 素 具有 同一 型 ， 

事实 上 , 这 两 个 元 束 生 成 同一 个 纯 子 群 . 

П. ёа 与 已 分 别 具 有 型 昌 与 8 那 末 和 4 十 8( 如 果 它 异 
于 零 的 话 ) 的 型 大 于 或 等 于 at. 

事实 上 , 设 元 素 4 与 6 的 特征 分 别 是 a 与 6， 那 末 元 素 c 十 8 
在 任何 情况 下 都 可 以 被 素数 р, 的 指数 不 大 于 тіл (о, 6.) В ЕТ 
整除 .但 是 , 可 用 简单 的 例子 指出 , 假如 数 о, 与 В, 都 是 有 限 的 且 
人 彼此 相等 , 那 末 这 个 元 素 也 可 以 被 数 ?的 较 高 次 需 所 整除 . 

III， 若 G 一 4 十 B,aE4d,DEB， 并 且 元 素 @ 与 5 的 型 分 别 是 a 
БУ, ЖА Жар 的 型 等 于 来 积 ab. 

事实 上 ,在 这 一 情形 下 元 素 e 十 2 的 特征 ?是 这 样 的 ， 对 所 有 
п 来 说 , 都 有 у, = тіп (а, 2). 

区 区 是 一 信 无 缉 轴 只 尔 群 而 和 是 任意 一 个 型 ， 用 С (а) 2 
示 由 零 和 群 G 中 一 切 型 大 于 或 等 于 a 的 元 素 所 成 的 集合 ; ИЖ 


HT пари: ин рр имя 
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ВЕРУ ЗЕ ЕДЕ, Ур С (а) =0. 由 开 得 出 ,G(a) 是 群 G 的 子 群 ， 
而 工 表明 ， 这 个 子 群 是 @ 的 纯 子 群 ， 用 C@G (ad) 表 示 由 群 G 中 一 切 
这 样 的 元 素 , 它们 的 型 严格 大 于 а, 所 生成 的 子 群 ， 这 个 子 群 包含 
在 子 群 CG(a) 中 ,也 有 时 与 它 重合 ; 但 是 在 一 般 情 形 下 , ЕЕЕ 
G(c) 中 的 纯 子 群 。 因 此 , 商 群 


GQ*(a) 一 G (а) 


G (a) 


可 能 包含 有 限 阶 的 元 素 . 
我 们 所 引入 的 子 群 G(a)，G' (a) 以 及 商 群 G*(a) 在 下 一 节 都 
要 用 到 . 
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我 们 在 前 一 节 里 研究 了 秩 1 的 无 扭 群 之 后 ， 自 然 就 要 转 到 可 
分 解 成 秩 I 群 的 再 和 的 无 扭 阿 贝尔 群 的 研究 ; 这 样 的 群 叫做 完全 分 
解 群 .这 一 类 的 和 群 已 经 是 足够 广泛 的 了 一 一 除了 所 有 秩 1 群 以 外 ， 
一 著 自 由 阿 贝 尔 群 以 及 一 切 完 备 无 扭 群 都 属于 这 一 类 ， 另 一 方 
加 ,以 后 我 们 束 会 看 到 , 完全 分 解 群 也 还 和 远 远 未 能 穷尽 所 有 无 扭 阿 
_ ДЖИ. 

关于 一 个 无 扭 群 是 不 是 完全 分 解 群 , 存在 着 各 种 判别 法 (参看 
Baerl15]j，JIamaaL6]j)、， 但 是 所 有 这 些 判别 法 都 表述 得 非常 繁 歼 
同时 也 都 不 能 用 来 更 进一步 地 发 展 完 全 分 解 群 的 理论 ; 因此 我 们 
不 来 叙述 它们 ， 对 完全 分 解 群 来 提出 关于 子 群 或 高 群 的 问题 也 是 
不 合适 的 ;任何 一 个 无 扭 阿 贝尔 群 都 包含 在 某 一 完备 无 扭 群 内 并 
且 起 茶 一 上 由 群 的 商 群 。 因 此 ， 我 们 只 讨论 完全 分 解 群 的 直 分 解 
的 一 些 性 质 , 并 且 从 以 下 的 定理 开始 (Baer[15]). 

若 匹 乌 订 贝尔 群 G 是 完全 分 舞 群 ， 那 末 这 个 群 的 任意 两 个 分 
成 秩 1 群 的 直 和 分 解 彼此 同 构 ， 
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事实 上 , 设 给 定 了 群 G 的 任意 一 个 分 成 秩 1 群 的 下 和 分 解 : 
G = > 4 (1) 


如 果 群 G 含 有 型 a 的 元 素 , 那 末 子 群 G(a) (参看 前 一 节 的 末尾 ) 与 
分 解 (1) 中 这 样 的 被 加 群 的 直 和 重合 ， 这 些 群 的 型 大 于 或 等 于 а, 
事实 上 ,由 于 直 被 加 群 都 是 纯 子 群 ， 子 群 4。 中 任意 一 个 非 零 元 素 
的 型 都 等 于 这 个 子 群 本 身 的 型 ,然后 再 利用 前 一 节 的 性 质 I 一 IIl. 
类 似 地 ， 子 群 G' (a) 与 分 解 (1) 中 这 样 的 被 加 群 的 直 和 重合 ,它们 
的 型 严格 大 于 型 a， 由 此 推出 , 分解 (1) 中 型 等 于 а 的 被 加 群 的 直 
和 与 商 群 С Са) Ар), 这 就 是 说 , 与 分 解 (1 ) 的 选择 无 关 :; ЗЕ а 分 
成 秩 1 群 的 下 和 的 任意 一 个 分 解 中 所 包含 的 型 a 的 被 加 群 和 群 
G*(a) 的 秩 一 样 多 ,假如 这 个 秩 是 有 限 的 话 , 或 者 和 群 G*(a) 的 势 
相同 , 假如 它 的 秩 是 无 限 的 话 ， 定 理 证 毕 . 

用 生 这 样 的 问题 ， 完 全 分 解 群 的 任意 一 个 下 分解 是 否 都 可 以 


和 
О о 5 ШП 


在 贝尔 (Baer) 的 论文 [15」 中 包含 了 关于 这 问题 的 一 系列 特殊 结 
采 , 其 中 某 些 结果 即将 加 以 曾 述 . 
我 们 首先 考察 可 分 解 成 同 构 的 秩 1 群 的 下 和 的 这 种 群 ， 并 且 
证 明 以 下 定理 : 
设 无 扭 阿 贝尔 群 G 有 一 个 直 分 解 
G = 2,4,, (2) 


其 中 所 有 被 加 群 4。 部 有 秩 1 及 同一 型 a, 又 设 如 是 G 的 一 个 纯 子 
群 ， 那 末 B 可 以 分 解 为 秩 1 且 有 同一 型 a 的 群 的 直 和 ， 


1) 到 准备 第 三 成 时 ， 这 个 问题 的 答案 已 得 到 ,参看 补充 31.4.] 
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假设 指数 a 遍历 所 有 小 于 某 一 5 的 序数 , 并 且 引 入 以 下 志 法 : 
C8) 一 УЗА, 
а < В 
ВФ ВПО, 
对 于 任意 В, 包含 关系 


Вс Вто 
,BE+!) 


成 立 , 并且 或 者 等 号 成 立 , 或 者 商 群 全 -有 秩 1 及 型 a， 事实 上 ， 
这 个 商 群 与 商 群 人 5 的 子 群 同 父 ， 而 后 者 与 群 А, 同 构 ， 这 就 是 
说 , 它 有 秩 1 而 型 小 于 或 等 于 a， 另 一 方面 ， 如 果子 群 ВО а 
一 个 不 在 В?) РАН 7с 2, эж, 由 于 В ЯН РЕ, 这 个 元 素 在 В 


, Вто 


中 的 型 ,因而 在 Вее НОЖА а, А, ЖЕ Е ор 
中 的 型 不 能 小 于 а, 我 们 的 论断 被 证 明 . 

如 果 证 明了 , 对 于 ВВ", В 

В+ 一 BCD 二 CO， (3) 

成 立 ,此 处 Cs 是 秩 1 及 型 a 的 群 , 那 未 定理 就 被 证 明了 , РЯ 
B 与 一 切 异 于 零 的 子 群 Co 86<<w， 的 直 和 重合 ， 因 此 ， 我 们 转 来 
证 明 分 解 (3) 的 存在 . 

在 子 群 B80 中 选取 一 个 不 在 子 群 Bw 中 的 元 素 x， 并且 用 
ЖЗ В оС а ЕВЕ ВНЕ ЕЕ Но 
除 , ЯБ ЕВЕ о ЕВЕ РТК, Б ВЕ 


不 成 立 ,但 是 由 元 素 z 与 3 有 相同 的 型 这 一 事实 推出 , 只 存在 有 限 
多 个 素数 


р;,› pio **°› РЕ, (4) 
使 得 对 于 系数 Di (В=1, 2 S) 来 说 ， 3 1 НУЛЕВА а: , в. 
于 元 素 3 НЕННЯ д, 同时 这 两 个 数 都 是 有 了 虐 内 且 


РИ ани rr ча sh Ч ЕН. [ Р гащи 
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(< dik, 
令 h = рен р-р, 


р = рей ра іти, рн "io 


在 群 号 5 中 存在 这 样 的 元 素 ? = УВ, Е 

hy =#, (5) 
这 就 是 说 ,元 素 x 与 hy 属于 同一 陪 集 亏 5А 对 于 元 素 hy 扮 
演 着 数 及 对 于 元 素 x 的 角色 .但 是 ， 由 元 素 hy НЕВЕ В ЕЕ 
出 , 数 及 不 能 被 (4) 中 的 任何 一 个 素数 整除 , 所 以 


(hh, В) 一 1 
因此 , 存在 这 样 的 整数 及 /上 使 得 
[ВЕРЬ = 1. (6) 
根据 (5) 和 (6)》 2% 
= РР (Ву) (7) 


Р =. Ер, 是 任意 一 个 素数 而 8; 是 元 素 z 的 特征 对 于 这 
个 素数 的 值 ， 那 未 显然 саз, НЕД 2 在 任何 情况 下 都 可 以 
被 数 р, 的 这 样 的 移 所 整除 ， 这 个 备 可 以 整除 等 式 (7) 右 边 的 两 个 
被 加 项 , 因此 ,应 用 数 有 与 № 的 定义 ,我 们 得 到 820, 

这 样 , 在 陪 集 了 里 , 我们 找到 了 这 样 的 元 素 z, 它 在 群 Be+5 中 
的 特征 和 元 素 在 群 纺 ~ 中 的 特征 一 致 ， 因 此 ， 如 果 我 们 用 С, 


表示 群 Bw”*? 中 由 元 素 2 所 生成 的 纯 子 群 , 那 末 在 群 B84 对 子 群 
B% 的 每 一 陪 集 里 都 包含 Ce 中 的 一 个 元 素 ， 这 就 证 明了 直 分 解 
(3) 的 存在 .定理 证 毕 . 

取 群 G 的 一 个 直 被 加 群 作为 而 应 用 这 个 定理 ， 我 们 得 到 这 
Е Я: 

若 群 G 被 分 解 成 秩 工 并 有 全 有 同一 型 q 的 直 和 ， 那 末 这 个 群 的 
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任意 一 个 直 被 加 群 也 被 分 解 成 猴 工 及 型 的 群 的 直 和 . 
现在 我 们 证 明 以 下 更 一 般 的 定理 о. 
设 G 是 一 个 完全 分 解 群 并 且 在 它 被 分 成 秩 1 群 的 直 和 分 解 


G= 之 ,4。 (8) 


中 ， 被 加 群 的 型 的 集合 是 有 限 的 。 那 末 群 GG 的 任何 一 个 直 被 加 群 
本 身 都 是 完全 分 解 群 . 
为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 用 
dis ао, ***, ар (9) 
表示 出 现在 分 解 (8) 中 被 加 群 的 一 切 不 同 的 型 ， 而 用 D;(i = 1, 2, 
…, ?2) 表 示 这 个 分 解 中 型 是 а; 的 被 加 群 的 直 和 ， 那 末 


а=р, +В» :DD,. (10) 
如 果 我 们 能 证 明 , 分解 (10) 与 群 G 的 任意 直 分 解 ， 
G= >) В», (11) 
Ё 


且 有 同 构 的 延 拓 , 那 末 定理 就 证 明了 .事实 上 ， 在 这 一 情形 下 , 任 
意 В, 都 将 被 分 解 成 与 群 D;(i = 二 1,2，…, 1) 的 直 被 加 群 同 构 的 子 
群 的 下 和 , 因而 正如 上 面 所 证 明了 的 , 它 是 完全 分 解 群 . 

我 们 对 数 半 用 归纳 法 来 证 明 百 分 解 (10) 与 (11) 的 同 构 延 拓 的 
存在 , 因为 当 m=1 时 是 用 不 着 证 明 的 . 设 型 al 是 (9) 中 最 大 型 (在 
型 的 半 序 意义 下 ) 之 一 ， 那 林子 群 D 在 第 二 个 分 解 的 直 被 加 群 
В, 中 的 分 支 与 交 

С=В. ПВ, 
重合 ; 它 不 可 能 大 于 这 个 交 , ЖЕН РАА) АЕ р А е, 
的 分 文 上 , 但 是 由 于 型 ai ЕН, РЕД, 中 任何 元 素 无 论 在 这 个 


1) 证 明 是 Л.Я. Куликов 告诉 作者 的 ， 


HG и.о. 
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子 群 的 哪 一 个 同 态 之 下 都 不 可 能 映 成 群 @ 的 不 属于 Di 的 元 素 , 由 
此 推出 , 存在 二 分解 


Р; = >‘'@» 
В 
这 就 是 说 ,我 们 得 到 分 解 (10) 的 如 下 的 接续 : 


а= а, D+ + В, (12) 
В 


ТЕЕ В, ЫСА С, ИЕ РНЕ ВЕН Ж 
В,= С, +С, 
这 就 是 说 ,我 们 得 出 分 解 (11) 的 如 下 的 接续 : 


а= УС, УС». (13) 
А В 
Е (12) #1 (13) 25, Е 
р... +0, >10 (14) 
В 


彼此 同 构 , 因此 根据 归纳 假定 , 对 分 解 (14) 来 说 , 存在 同 构 接续 ,把 
它们 分 别 代 入 (12) 和 (13)， 我 们 就 得 到 分 解 (10) 和 (11) 的 同 构 延 
За, 这 也 就 是 所 要 证 明 的 . 

由 这 个 定理 还 推出 ， 有 限 秩 的 完全 分 解 群 的 住 何 一 个 直 被 加 
群 本 身 也 是 完全 分 解 群 . | 

关于 和 完全 分 解 群 的 直 被 加 群 的 问题 ， 实 际 上 得 到 了 比 上 面 所 
述 的 较 进一步 的 一 些 结果 ， 例 如 , Baer[151 证 明了 , 当 上 面 定理 的 
陈述 中 分 解 (8) 的 被 加 群 的 型 的 集合 不 一 定 是 有 限 的 , 而 只 是 满足 
极 大 条 件 ( 在 型 的 偏 序 意义 下 ) 的 时 候 , 直 被 加 群 有 完全 分 解 性 . 另 
— 27181, Куликов 证 明了 ， 任 意 可 数 完全 分 解 群 的 直 被 加 群 是 完 
ЗЛ. (ВЖЖЗСЗ. 4. 1 
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3 НВ Е, ГЕН ЯГА ЗЕ НЮ ЗН Д 
尔 群 ， 以 下 定理 说 明 它 们 的 存在 ， 
无 限 多 个 无 限 箱 环 群 的 完全 直 和 (和 参看》$17) 不 是 完全 分 解 
群 . 
事实 上 , 设 群 G 被 表 成 无 限 循 环 群 的 完全 直 和 的 形式 , 这 些 无 
ВЕНЕ НАХ НН ДНУ mn， 在 这 个 集合 里 选 出 一 个 可 数 的 
子 集 合并 且 把 出 现在 这 个 子 集合 内 的 子 群 的 完全 直 和 记 作 G'. 如 
朱 群 红 是 完全 分 解 的 , 那 末 , 由 于 它 的 所 有 元 素 都 有 零 型 ， 它 将 是 
一 个 目 由 妊 ， 因 而 与 群 @ 的 某 一 子 群 同 构 的 群 G' 也 是 一 个 自由 
群 ， 因 此 我 们 可 以 认为 ， 群 本身 是 可 数 个 无 限 循环 群 的 完全 直 
ХИ. 1 
а, а, ***, а, *** | 
是 这 些 循环 群 的 生成 元 ， 那 末 群 G 的 任何 一 个 元 素 9 都 可 以 写成 
这 些 生 成 元 取 整 系数 的 无 限 多 项 的 和 的 形式 ， 
= Ка Е Ва. | а, + (1) 
用 五 表示 具 以 下 性 质 的 形式 如 (1 ) 的 元 素 的 全 体 :对 于 任意 自然 数 
5, 儿 乎 所 有 系数 记 ,，…, 衣 ,，…《( 这 就 是 说 ,除去 可 能 的 有 限 多 个 
外 ,所 有 的 系数 ) 都 能 被 2 整除， 集合 卫 是 群 G 的 子 群 , 它 正如 G 
本 身 一 样 ,具有 连续 统 的 势 ， 如 果 群 G 是 自由 群 , ВЕНЕ 


ДН, 即 有 连续 统 那 样 多 的 无 限 循环 群 的 直 和 ,而 这 时 商 群 ,此 处 


2 开 是 群 五 中 一 切 在 这 个 群 中 可 以 被 数 2 整除 的 元 素 的 全 体 , 也 应 
该 具有 连续 统 的 势 


然而 实际 上 , 商 群 是 可 数 的 ， 事 实 上 ， 群 如 包含 一 个 可 数 
ТЕН, 它 是 由 形式 如 (1) 但 是 只 有 有 限 多 个 非 零 系数 b 的 元 素 


244 第 八 章 ”无 扭 阿 贝尔 群 
所 构成 的 ， 现 在 假设 是 五 的 任 合 元素 ， 那 末 贝 它 减 去 如 中 这 
ВЕНУ А", ЕЕ ВЮ 写成 形式 (1) 时 所 有 系数 都 能 说 2 Е 
к. ЖЖ, 
| ВВ = 21, 
并 且 , 容易 看 出 ,元素 ho 属于 子 群 五 , 即 

h—h C2H. 
这 就 证 明了 , НЕОН 的 任意 一 个 陪 集 都 包含 子 群 了 的 元 


素 , 这 就 证 明了 商 群 2 的 可 数 性 . 


用 同样 的 方法 可 以 证 明 (Baer[15]), 一 般 来 说 , 任意 无 限 多 个 
秩 1 的 ,县 有 辐 一 型 ,而 这 个 型 不 等 于 如 的 群 的 完全 直 和 , 都 不 可 能 
是 完全 分 解 群 ， 更 进一步 , 在 Мишина 的 论文 [1] 里 证 明了 , 者 群 
G жтт І А. Са 遍历 某 一 足 标 集合 М) 的 完全 直 和 ， 那 末 а 
契 完 全 分 解 群 当 且 仅 当 在 群 А. 中 只 有 有 限 多 个 非 且 型 的 群 。[ 参 
ЯН Ге 31. 5. | 

上 面 所 构成 的 群 ， 虽 然 不 是 完全 分 解 群 ， 却 是 可 分 解 成 直 和 
的 一 一 从 循环 群 的 完全 直 和 中 , 总 可 以 裂 分 出 循环 直 被 加 群 , 然而 
也 存在 这 样 的 无 扭 阿 贝尔 群 ， 它 们 的 秩 大 于 工 同时 并 不 能 分 解 成 
直 和 .这 是 由 于 以 下 的 定理 (Baer[ 151). 

2 进 整 数 (参看 821) 加 法 群 了 的 任何 一 个 纯 子 群 @ 是 不 可 分 
解 的 ;特别 地 , 群 ] 本身 是 不 可 分 解 的 ， 

事实 上 ， 我 们 考虑 由 群 了 的 一 切 元 素 的 2 倍 所 作成 的 子 群 
27， 这 个 子 群 刚好 包含 一 切 这 样 的 2 进 整数 ,它们 在 3 21 的 形式 
(9) 的 与 法 中 党 一 位 是 零 ,如 乓 三 0， 册 此 推出 , 子 群 87 在 群 了 中 
的 指数 等 于 р. 


因此 , 子 群 рО 在 群 C 中 的 指数 也 等 于 р, 这 就 是 说 ， РС 
是 ?2 阶 价 环 群 ， 事 实 上 ， 
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2С@=СП?ы, 
因为 子 群 C 是 J 了 中 的 纯 子 群 ,而 
J=C+pY, 
这 是 因为 РЈ 在 J 中 的 指数 是 素数 р, 再 应 用 同 构 定理 , 即 
‘у 
pC рЈ 
如 果子 群 C 可 分 解 ， 
С=С, +С, 


那 末 子 群 01 与 C。 作为 纯 子 群 的 直 被 加 群 ， 它 们 本 身 也 是 了 中 的 
ЦЭР, ПАА ао р 阶 循环 群 ， 但 是 

РС == рб. РС», 
因而 商 群 -6 是 两 个 2 阶 循环 群 的 直 和 ， 这 与 上 面 所 证 明 的 事实 


№4. | 
ЕЈ Е Н) З, ВТЕ ЕНА ВИЗА ЕН ВАК НО 
纯 子 群 ,也 可 以 找到 任意 不 超过 连续 统 的 势 的 无 限 秩 的 纯 子 群 . 关 
于 不 能 分 解 成 直 和 的 具 任意 无 限 扫 有 无 担 阿 由 尔 群 是否 存在 的 全 
题目 前 尚未 解决 .” 

在 Baer 的 论文 -15] 中 还 研究 了 无 扭 阿 贝尔 和 群 的 荣 些 类 ， 它 
们 非常 近似 于 完全 分 解 群 。 例 如 ,无 担 阿 贝尔 千 G 器 做 可 分 高 的 ， 
假如 群 G 的 任意 有 限 多 个 元 过 者 包含 在 这 个 群 的 一 个 完全 分 解 的 
直 被 加 群 内 ; НА, "ГАРИ НЕОН А Я. А, 每 
一 个 完全 分 解 税 都 是 可 分 离 的 ， 

住 何 一 个 可 数 的 可 分 离 群 G 都 是 完全 分 解 群 . 

事实 上 , 设 g1, gs,…, до ЕЕС 的 所 有 元 荣 ， 令 4 二 0， 假 
设 在 G 中 已 经 找到 包含 元 过 01» 92» 0 НН Еее УЕ. 
р 到 准备 第 三 版 时 , 这 个 问题 的 答案 已 得 到 。[ 参 看 补充 31.2. 1 


一 
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被 加 子 群 4,。 作为 子 群 4,1, 我 们 取 群 G 的 这 样 一 个 完全 分 解 直 
被 加 群 ， 它 具有 限 秩 并 且 它 既 包 含 元 素 ga41 且 又 包含 子 群 4 的 
某 一 个 极 大 线性 无 关 元 素 系 ， 那 末 , 由 于 А, 是 G 的 纯 子 群 ，4， 
包含 在 А. 内 , 因而 也 是 4;,1 的 一 个 直 被 加 群 : 
4 一 4 十 局 1， 

В, 作为 有 限 秩 的 完全 分 解 群 的 直 被 加 群 , 本身 也 是 完全 分 
解 群 (参看 前 一 节 )， 群 G 与 递增 子 群 序列 4,,7 王 0,1,2,…, 的 并 
集 重合 , 因而 是 完全 分 解 群 Ba(n 一 1, 2,…) 的 直 和 , 这 就 是 说 ，G 
本 身 是 完全 分 解 群 

在 不 可 数 的 情形 下 ， 存 在 可 分 离 的 但 不 是 完全 分 解 的 群 : 无 
限 多 个 无 限 箱 还 群 的 完全 直 和 是 可 分 离 群 , 虽然 , 如 以 上 所 证 ， 它 
不 是 完全 分 解 群 . 

事实 上 ， 设 群 G 是 有 具 生 成 元 a(a ри аня 
傅 环 群 的 完全 直 和 ， 我 们 首先 证 明 ， 群 G 的 任意 元 素 9 都 包含 在 
这 个 群 的 一 个 完 人 分解 的 直 被 加 群 中 ， 显 然 , 可 以 认为 g 关 0， 元 
= 9 可 以 写成 


д= Ува,» (2) 


ШУ, Е. НЕС) К Я РАНА Е, 的 绝对 值 中 最 
小 的 ， 
(9) = пит (1,1, 6,50), 
如 采 #(9) = 1, 那 末 有 这 样 的 指数 8, = 1, Е 
С= {9} С’, 

此 处 子 群 G 是 由 群 G 中 一 切 这 样 的 元 素 组 成 的 ， 这 些 元 素 在 形 
式 如 (2) 的 写法 中 , а, 的 系数 等 于 零 ; НА, С’ 本 身 也 是 无 限 循环 
ВЕ НИ, 

现在 议 8&(g 二 任意 的 ， 把 (2) 中 每 一 个 系数 如 用 有 9 去除: 
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ks=k(g)gatra б<т.< (9). 
于 是 
9=#(9)91 71-92 
此 处 


91 一 “У '9.а,, 02 一 Ут. 


В НЭХ В,  Ё(9) = 十 io МИ 4,= 1 М Ш (0) =1. Я 
此 , НОЖ 
(= 44} +4" 
成 并 ,并 且 G 包含 G 中 所 有 这 样 的 元 素 , 在 它们 的 写法 中 а, 的 系 
ЗС РЖ. 元素 92 也 是 这 样 的 元 素 ， 即 960’. (Нд (до) 4 
地 小 于 (9)， 一 一 要 知道 所 有 系数 rc 都 严格 地 小 于 (9)。 国 此 
可 以 认为 , 我们 证 明了 存在 这 样 的 直 分 解 
"= А+В, 
使 得 4 包含 9 并且 是 完全 分 解 群 ， 它 甚至 还 是 一 个 有 限 秩 自 由 
ВЕ, ГЕ В ВАС 中 一 切 这 样 的 元 素 所 组 成 ， 在 它们 的 写法 (2 ) 
中 录 些 取 定 的 有 限 多 个 а. 的 系数 等 于 零 ， 元 未 9 现在 包含 在 群 G 
的 完全 分 解 的 直 被 加 群 {gi} РАЯ. 
最 后 , 如 果 在 群 G 中 给 出 一 组 有 限 个 元 素 91,92,55 да 
可 以 认为 ,我们 证 明了 存在 直 分 解 
G=U+V, 
ЖБИ СЯ 919257775 9- 的 完全 分 解 直 被 加 群 ， 而 到 是 无 
限 循 环 群 的 完全 直 和 ， 症 站 
б. 一 4 十 OUESL vEV, 
但 因为 ,根据 所 证 明 的 ,存在 这 样 的 直 分 解 
Va— А-В, 
使 得 4 是 包含 о 的 一 个 完全 分 解 群 ， 所 以 群 和 的 直 被 加 群 了 +4 
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是 完全 分 解 的 并 且 包 含 所 有 给 定 的 元 素 ; ЧЕГЕ ЕЛЕ В де26 
限 循 环 群 的 直 和 . 群 G 的 可 分 离 性 被 证 明 ，|[ 参看 补充 31.5. | 
在 Baer 的 论文 L15j 中 还 研究 了 男 外 几 类 无 扭 亲 贝尔 群 , 特别 
是 这 样 的 群 的 直 和 , 它们 的 所 有 关于 零 的 元 素 都 共有 同一 的 型 . 正 
Зд Конторович 的 论文 [7] 所 证 明了 的 , 这 一 类 群 的 理论 可 以 推广 
到 这 样 的 无 扭 非 交 换 群 上 , 在 其 中 , 如 同 在 所 有 的 无 扭 阿 贝尔 群 中 
一 样 ,方程 
1%" а, п2>0, 
不 能 有 多 于 一 个 的 和 解 . 
有 限 秩 的 群 的 研究 构成 无 扭 阿 贝 尔 群 理论 中 一 个 特殊 的 方 
回 ， 在 本 章 下 面 儿 节 里 ， 我 们 要 阐述 研究 这 种 群 的 一 些 方法 和 必 
要 的 补充 知识 ， 特 别提 出 关于 有 限 秩 无 扭 风 贝尔 群 被 分 成 不 可 分 


例 说 明 , 这 样 的 同 构 不 是 永远 存在 的 . [参看 补充 ，31. 3. 1 


$ 32а р 进 数 域 

在 以 下 几 节 里 , ГОНТА СНУ -— КУ, ЕТЕ АЈ 
ИНО ВН. 在 这 里 , 我 们 要 定义 这 个 扩 域 ， 
并 且 指 出 它 的 一 些 对 今后 讨论 所 需要 的 一 些 主要 性 质 . 

取 定 一 个 素数 7， 在 整个 这 一 证 里， 这 个 р 都 是 固定 的 ,并且 
在 有 理 数 域 喘 内 定义 一 个 了 进 范 数 , 如果 ao 是 一 个 有 理 数 ,a 关 0， 
ЛК а 可 以 写成 

а= а т", 
这 里 @ 是 一 个 既 约 分 数 ， 它 的 分 子 和 分 ВБ рН, п 是 一 个 
整数 , АДК Р. ЕЛГА. р "Ца 的 P 进 范 数 ， 记 
(Е 

[а] =р", 
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此 外 ,我 们 再 约定 1 中 二 0， 那 末 对 于 任意 一 个 有 理 数 a, 和 都 有 一 个 
非 负 数 与 它 对 应 ， 当 ао 时 , 这 个 数 不 等 于 零 ,并且 

labl= 10| +161, (1) 

la+-bl<max (lal, 151). (2) 
在 后 一 个 关系 里 , ЗЕЕ а] = 154 时 才 有 可 能 出 现 ， 再 者 ,由 
于 | 一 al = 二 lal, 所 以 

[4—6 | тах (|а|, |6]). 

ЗАТЕЯ ре МН ВОН, ТУ В АН 
按照 Сапгогйу У НИНУ а ХИНАТА ЛЕ, 
有 理 数 序列 ol az ау АЕ Н ЛАНА], ЛЕС РЕ 
意义 下 ) 收 化 的 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 有 理 数 e, 总 存在 一 个 自 
然 数 т, 使 得 

[а:—а;|< а, 10 22 т, т. 
ДН Ш В,, 6, 6, В, … 的 ( 卫 进 ) 极 限 ， 如 有 对 
于 任意 2220, 存在 一 个 т, 使 得 
[6-—6,|<еа, Я е>т. 
容易 看 出 ， 任 何 一 个 有 极限 的 序列 一 定 是 收敛 的 ， 然 而 反 过 来 不 
一 定 对 ， 例 如, 序列 
НА, 1+ рі р?, 1-6 р-р? р“, ++ 
Ре 0 4-р", +. 
данио, АГА = 

РАЛУ РЕ Са) 55 (6,) 的 和 与 积 指 的 是 序列 (an 十 8) 与 
(anbn)， 容易 验证 , 这 两 个 序列 仍 是 收 人 第 的 ，?， 并 且 我 们 所 定义 的 
收 令 序列 的 加 法 与 乘法 庄 足 交换 环 定 义 里 的 全 部 要 求 . 此 外 , 如果 


1) 在 证 明 译 列 (asbo) 的 站 全 性 时 ,注意 到 序列 (ay) 与 (bs) 的 元 素 沟 范 数 都 是 有 上 
界 的 。 
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№91] (а,) 与 (8;) 分 别 有 极 限 4 与 5 , 那 末 序列 (an 十 0。) 有 极限 a 十 5， 
序列 (an5,) 有 极限 ab. | 

其 有 极限 0 的 序列 在 所 有 收敛 序列 的 环 锡 里 构成 一 个 理想 ， 
我 们 把 这 个 理想 记 作 有 中。 Е 

3=#/% 

是 域 。 事实 上 , 如 有 给 定 一 个 不 含 在 叶肉 的 收 敛 序列 (cs)， 那 来 
存在 这 样 的 有 理 数 9 盖 0 和 自然 数 1, 使 得 对 于 一 切 > 者 有 | oa; 
>17. ИЖ Са.) НИК ТЕН В КРТ. & 
们 得 到 一 个 序列 (zs), 它 与 (cs) 属 于 关于 理想 中 的 同一 剩余 类 , 而 
在 序列 (ao) 里 ,对 于 所 有 的 ;都 有 |zil 盖 7 КЕ, 2,220, Е 
(ав). але, 因为 出 

а; —а;| За, Е >т, > т, 
可 以 得 到 

Ia; —а; | =1(@,—а;)а, ау |<ер?, 
З, Не (а) 与 序列 (村 ) 的 乘积 是 序列 (1 1,60) ЕЕ Я 
的 单位 元 ， 这 就 证 明了 在 第 中 每 一 个 非 零 元 素 都 有 道 元 . 

域 叫 叫做 pp 进 数 域 ， 它 的 元 素 岂 做 Pp 进 数 ， 这 个 域 包 含有 理 
数 域 中， 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 把 每 一 个 有 理 数 ea 与 含有 收敛 序 
51| (а, 0) 的 关于 理想 名 的 剩余 类 等 同 起 来 ,这 个 类 由 一 切 以 数 
а 为 极限 的 序列 组 成 ， 不 难 证 明 , 域 只 到 域 叫 内 的 这 个 映射 是 同 
ЖАЯГ. 

НЕ Ф 里 定义 范 数 , 作为 域 沈 里 2 进 范 数 的 开拓， 也 就 是 说 ， 
这 个 汽 数 在 域 六 里 与 原 有 的 了 进 范 数 一 致 ， 设 wx 是 由 收敛 序 列 
0 02 блу … 所 定义 的 一 个 不 等 于 零 的 了 进 数 ， 我 们 来 证 明 ， 
Ў 8010,1, jos 有 es 从 某 一 个 于 开始 都 相等 ， 事实 上 ， 如 
果 

la; 一 qf 过。 对 于 ит, ј>т, 
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ЭБЖ 24 о, 15210,18, 由 
| 1а; а; = тах (|а; |, la,l) 
推出 , тах ([а;[, 1931) <е. Н, НЕЕ п, 都 存在 这 样 的 
і >п, >в, 8 14:151431, 就 将 与 wc 径 0 的 假设 相 违 , 所 以 一 定 存 
在 这 样 的 7, 使 得 
[ав | = [а ==». 
ЯЕ 5 [|= р" ХЕХ ЛИРА а, а, "аи, … 的 选取 ， 
因为 如 果皮 列 Б, 58，…,5,，"… 有 极限 零 ， 即 (5,)EN， 那 未 对 于 大 
于 某 一 个 m 的 所 有 的 1, 都 有 5:1 过 p*, 从 而 
je, 十 0 三 于, 基 >т, 

ЖЭ] (а, 十 2 ПЕ ХЖ а. КЕ, (а, НВ.) (а) а 的 同 
一 个 范 数 . 再 约定 tol= 0， 于 是 在 域 丽 里 就 引进 了 范 数 ， 它 对 于 
有 理 数 来 说 与 原 有 的 范 数 一 致 , 并 且 条 件 (1) 和 (2) 仍 然 被 满足 . 

现在 籍 助 于 所 引进 的 范 数 , 就 可 以 在 域 ?里 定义 序列 的 收敛 概 
念 和 极限 概念 , 也 就 是 说 ,把 以 前 所 给 的 关于 序列 的 收 全 和 极限 的 
定义 搬 到 这 里 来 ， 容 易 验 证 ， 每 一 个 2 进 数 wx 都 是 用 来 定义 它 的 
有 理 数 序列 (a;) 的 极限 .不仅 如 此 , 我 们 还 有 以 下 的 定理 . 

IJ， 在 域 有 里 ,每 一 个 收 化 序列 都 有 极限 . 

Е, ВЕНЕ р 进 数 的 收敛 序列 оп, az wa，…。 对 于 每 
— п, 可 以 找到 这 样 一 个 有 理 数 а, 使 得 


|а, — бп | 一 二 . 
п 
因此 ， 
а, —а, | = | (а; —&,) + (а; —9;) + (&;—а,) | 
1 1 
<тах(-;. lc 一 ol т) 

ЕЛ, 对 于 足够 大 的 ， 和) ,这 个 范 数 可 以 任意 小 ， 所 以 序列 
(а, 8, 从 而 它 定义 了 一 个 了 进 数 5， 由 于 
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1 一 a， | 一 | (В-а„) 十 (an —&.) { 
<тах(18—а1,), 


所 以 有 是 序列 (as) 的 极限 . 

为 了 以 后 的 讨论 ， 需 要 在 域 第 里 定义 某 些 初等 拓扑 的 概念 . 
第 的 一 个 子 集 ( 特 别 ,一 个 子 环 ) 现 说 是 闵 的 ， 如 果 属 于 由 的 元 素 
的 每 一 个 收 伍 序 列 的 极限 都 在 允 内 .如果 集 踊 不 是 团 的 , ЗОЖ 
58 Ш, 把 属于 允 的 元 素 所 有 收敛 序列 的 极限 都 添加 到 92 上 所 得 
的 子 集 允 就 是 闲 的 ; 申 叫 做 集 对 доу е, 最 后 , В Т О И 
紧 的 ， 如 果 属 于 中 的 元 素 的 每 一 个 序列 都 含有 一 个 收敛 的 子 序 
列 , 它 的 极限 在 97 р. 

因为 每 一 个 卫 进 数 都 是 有 理 数 序列 的 极限 , 所 以 有 

1， 有 理 数 域 江 在 第 内 的 闭 包 等 于 第 . 

更 进一步 ,还 可 以 证 明 

ІП. ЖЗарахжя я, миа. 

因为 每 一 个 p 进 数 都 是 有 理 数 序列 的 极限 ,所 以 只 需 证 明 , 每 
一 个 有 理 数 都 是 由 坏 Я, 的 数 所 组 成 的 序列 的 jp 进 极限 ， 设 给 定 


一 个 有 理 数 二 又 令 s 是 一 个 正 整数 ， 如 果 4 二 p*nos (по, р) =1, Ё 
20, 那 末 选取 整数 v, 使 它 满足 同 余 式 


поо = т(той p *) | 


于 是 


| 2. 


т — 1,0 _ 
п р -| |< 3 


nn 


69. 论断 ПИ 被 证 明 . 


р а ИЕН, ЗН 1411, 贝 p 进 范 数 的 性 质 (1) 和 (2) 
可 以 推出 , 2 进 整 数 的 和 、 差 、 积 仍 是 整 的 ， 即 汪 进 整数 构成 一 个 
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т. 这 个 环 在 8$ 21 已 经 以 力 一 种 形式 出 现 过 , ЖИНЕЛ ТЕХ. 
ТЛИ: 

IY、 环 护 与 有 理 数 域 哎 的 交 是 由 分 母 与 3 互 素 的 一 切 有 理 数 
所 组 成 的 环 Я. 

Ү. = Зьр#алк и Я, 的 交 是 有 理 整 数 蒜 人 

让 [11 和 1Y 不 难得 出 以 下 定理 ; 

у. 环 导 是 环 区 的 闲 包 . 

事实 上 , 如 果 给 定 一 个 不 等 于 零 的 p 进 整数 а, 那 末 根据 І, 
它 是 一 个 了 进 分 数 收敛 序列 ал, ac，… aa，… 的 极限 ， 因 为 wx 天 0， 
所 以 从 某 一 个 % 开 始 , 范 数 1a,1 都 等 于 & 的 范 数 , 即 小 于 或 等 于 1， 
ТЕН Ў, Жо, НН. 反之 , 任何 有 理 整 数 收 敛 序 列 的 极 
限 的 范 数 都 不 大 于 1, 即 是 一 个 2 进 整数 ， 

由 此 得 

VII、 环 8 在 域 轨 里 是 闭 的 ， 

现在 设 & 是 一 人 p 了 进 整 数 而 au qz， ав, 是 一 个 以 4 为 极 
限 的 有 理 整 数 序列 ， 把 每 一 个 数 a ЕЕ р ЕЮ, 系 
数 定 0, 1,…,p 一 1 中 之 一 ,并 且 令 ат Жа, 的 这 个 写法 里 从 开 
始 截 止 到 2 项 ,这 里 是 一 个 非 负 整数 ， 由 序列 (a ) 的 收敛 性 推 
出 ,所 有 的 aw ,除去 可 能 的 有 限 多 个 数 外 , 都 彼此 相等 , 即 等 于 一 
个 数 , 我 们 把 它 记 作 а”. АВЕ, ЗЕРНО В, а асо 
的 前 段 ( 按 2 ЮЖ 5), 而 a 不 依赖 于 序列 (a;) 的 选取 , 即 是 
由 数 а 本身 所 确定 的 ， 最 后 , Я (а) НД а 为 极限 ， 现 在 对 于 
数 а, 可 以 有 唯一 确定 的 关于 数 р 的 升 宕 的 级 数 与 它 对 应 ， 这 个 级 
数 的 前 有 十 1 项 截断 是 数 9，#= 9 1 2,…。， 这 个 级 数 叫 向 数 
的 典范 写法 反之 ,每 一 个 关于 数 РУНА, 它 的 系数 是 按 
模 p 约 化 的 非 负 整数 ,都 对 应 着 一 个 p 进 整数 ,这 个 了 进 整数 是 这 
个 级 数 的 截断 所 成 的 (收敛 ) 序 列 的 极限 ， 上 出 此 得 
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VIII， 环 入 具有 连续 统 的 势 。 
现在 证 明 以 下 定理 ; 
IX、 环 名 是 紧 的 ， 
设 给 定 一 个 p 进 整数 可 数 序列 
Qiy Cop у (Р) 
因为 在 这 些 数 的 典范 写法 里 ,作为 р’ 的 系数 只 能 是 数 0, 1,…,p 一 
1 中 之 一 , 斯 以 在 (下) 里 , 可 以 选 出 无 限 序列 
Ф, а, "О, ... (ЕР, ) 
其 中 每 一 个 数 的 典范 写法 里 ，2 ”的 系数 都 相等 ， 假设 已 经 确定 了 
序列 
а“), а, 0, ov (Е) 
其 中 每 一 个 数 的 典范 写法 里 ,2 ,2 р?, 入 的 对 应 系数 都 彼此 
相等 ， 从 这 个 序列 里 再 选 出 一 个 无 限 序列 (7%,)， 在 它 的 元 素 的 
典范 写法 里 ，2” 的 系数 都 相等 ， 这 样 对 于 所 有 和 的， 定义 了 序列 
(8) 的 递 降 链 ， 现 在 容易 验证 , 序列 
а‹, Qs ..., г, ове 
是 收敛 的 ， 注意 到 УГ, 确信 这 个 定理 成 立 ， 
_ 环 S 显 然 没 有 零 因子 且 有 单位 元 ， 我 们 考 察 这 个 环 的 理想 . 
根据 2 进 范 数 的 性 质 (1) 和 (2) 可 知 ， 由 所 有 范 数 不 大 于 р", > 
О, ВУР ВГА ВУЗЕ р" 在 总 内 构成 一 个 理想 ， 理 想 降 链 入， 
05,0, 实际 上 穷尽 了 环 导 的 一 切 非 零 理 想 : 如 果 两 个 pp 进 整 
数 具 有 同一 范 数 ， 那 么 它们 之 中 的 每 一 个 数 都 含 于 另 一 个 数 所 生 
成 的 理想 内 , 内 为 它们 的 商 有 范 数 1, 所 以 属于 SS， 由 此 得 到 
X， 在 环 入 里 ,所 有 的 理想 都 是 主 理想 
下 面 关 于 理想 链 的 性 质 对 我 们 来 说 是 重要 的 ， 
ХІ. Жр Я а, в, >, д, ЖЖ, ЖЖ 
一 个 理想 p" 都 含有 这 个 序列 中 除 掉 可 能 有 限 个 外 的 一 切 数 ， 
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X11I， 每 一 个 Pp 进 数 都 可 以 АНЯ Ера ЕЖ ЖЖ 
为 一 个 Pp 进 整 数 . 
事实 上 ,如 果 数 & ПЕЖО р", п>0, 那 末 根据 2 进 范 数 的 性 
质 (1), ЕЛА рта 有 范 数 |p"al= 1. 
ТИПЕ 3 上 有 限 维 向 量 空间 . 设 
Р=ф$и + Жи, +. Зи, 
是 这 样 一 个 同 量 空间 .在 其 中 如 下 地 定义 收 你 性 : О 
а= 617; 70501 *** On Us, 
ПШ 
а= би rads 二 十 Qpn2ln = 1,2, °° 
КУ ЕЯ ИУ 6, ЯГ РАА 1, 151, ва 是 厅 列 aiiy оз, 
неу НУР Е) ВХ, 
ВИХ НИ ХНУ 不 依赖 于 空间 已 的 线性 无 关 组 ш, иь, 
Un НУЖЕН. 事实 上 , 如 果 过 湾 到 线性 无 关 组 0,0, +6, vns Х 
设 | 
4 Уш. 
ј 
那 末 


а= (аии )»» 
ј 
0; > Уали), k= 1,2, °° 


因此 ,在 元 素 q1, qz,… 里 ,Vy, (1 声 j 志 nn) 的 系数 序列 以 元 素 a 里 
о; 的 系数 为 极限 . 

现在 在 空间 尸 的 加 法 群 里 也 可 以 象 前 面 一 样 地 定 义 闭 子 集 ， 
М, 条 集 考 服 念 ， 注 意 这 了 肝 一 个 子 群 的 半 包 仍 是 子 群 ， 事 实 上 ， 
пя Рул а 是 序列 (ax) 的 极限 ,元 素 5 ЕУ ЮЖ, ЭВ 
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ЗШЕ, ЕУ Сао) 1 ЖА а-5. 
在 以 下 两 闻 里 , 当 引 用 本 节 的 定理 1-Х, ГЕН 
理 的 写 数 ,而 不 再 指出 节 数 ， 
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我 们 现在 将 给 出 有 限 秩 无 扭 阿 贝尔 群 的 洛 全 描述 , 即 掏 述 ( 确 
切 到 同 构 ) 有 限 个 同 构 于 有 理 数 加 群 BR 的 群 的 直 和 的 所 有 子 群 ， 
不 同 于 在 $》30 里 对 秩 为 1 的 群 所 作 的 描述 , 任意 有 限 秩 的 群 的 情 
形 非常 复杂 , 并且 要 利用 7 进 数 . 阿 贝 尔 群 与 p 述 数 的 这 个 联系 首 
Усх Н еуі 1 指出 的 ， 对 十 有 限 个 同 构 于 Pp 进 分 数 加 群 Rp 的 直 
和 的 情形 ;， Kypom[L6] 已 经 给 出 了 一 组 完全 不 变量 ( 即 完 爹 描 述 )， 
Калужнин 1 利用 了 进 数 域 的 拓扑 性 质 , 对 于 这 个 工作 中 的 某 些 
ИЕВЯТЕ Г ВИК. РеггуГі 97 УЕ И 贝尔 群 的 情 
形 ， 在 那里 栈 用 到 了 2 进 数 域 的 代数 性 质 ， 也 用 到 了 它 的 拓扑 性 
质 . Derry 所 作 的 描述 将 在 本 节 加 以 阐明 ， 用 另外 一 种 方法 ， 不 
要 求 连续 性 ， 而 本 质 上 很 接近 于 线性 代数 的 方法 对 有 限 秩 无 扭 群 
的 搞 述 是 由 Мальцев[1 得 到 的 . 

廊 给 出 一 个 有 限 秩 % 的 无 捏 关 只 尔格 G。 恨 据 $23, 群 G 包 
含 在 一 个 最 小 完 АЕР ра, УЕ Е С 唯一 确定 ,并 且 它 
НК Гл. УНИИ. КЕЕ ЛС, 并 且 对 于 了 的 任 音 
元 素 я ,可 以 找到 G 中 这 样 一 个 元 素 4 和 一 个 有 理 数 a( 其 至 是 形 
如 志 的 数 \ 合 得 < 二 aa， 令 G 是 群 也 中 由 元 素 da 所 生成 的 子 群 ， 
х ажа, шад УЖ р НЕ 
5, В Gp= РС, ЕЯ Gp 的 任意 元 素 可 以 写成 опа, Рага ++ 
9а, 的 形式 , 这 里 


215 02 EG 0,0, °°, оС), 


LT 


这 样 的 写法 可 能 有 多 种 ， 注 意 , 对 于 xEGp, «С, ло ат 也 属 
ГО» 
РС= 6, 
ФФ С ж-з р их, Ермек. 
显然 , GCGp， 从 而 G 含 于 一 切 G5 вм. „ли, 1 Б 
是 这 个 交 的 任意 一 个 元 素 ， 由 于 25S&Gz, 所 以 可 以 写成 
6 = а, 0505 Od 
这 里 cy ао, ***, ЕС, а, Qos 4С ЗА т 是 数 а, а, 
поа, [227 В), Дж 755G, ЕН. т ур Н.Э. А р, роз", Pm 是 
ню, ЛК РЕЈ СЬ, Gp,，*…, Gp 
的 元 素 , 类 似 地 又 可 以 求 得 这 样 的 整数 ri то уто, 使 得 ribECG， 
有 (rp 8 二 2 了 2 т, ЗЕ (тут, ть) 二 1, 即 存在 整数 1, 
Тло, 使 得 
irlirit tt Lnrm=1, 
由 此 得 
DbD= Нм г. lnrm) Са, 
现在 国定 一 个 素数 ,我们 来 孝 虚 子 群 Gb， 如 果 stay **, Un 
是 群 了 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 那 末 
Е = Ўш, Жи, 4 +. 3-и, (1) 
ЗИП РАКА ра Ф Б т А 23 0А] 
Р= фи, и. Би, 
往 半 空间 了 不 依赖 于 群 了 的 直 分 解 (1) 的 选取 ， 即 只 由 群 G 本 身 
所 确定 ,因为 群 了 的 另 一 个 直 分 解 仅 是 导致 P 的 一 个 新 的 直 分 解 ， 
令 Ср 表示 子 群 Go 在 群 P 内 的 闭 包 ， 我 们 证 明 以 下 定理 ; 
子 群 Co 是 群 呈 的 子 群 太 与 Оу. 
显然 , G?S 了 Co， 另 一 方面 ， 设 元 素 z 属于 这 个 交 、 作 为 @， 的 
元 素 , 它 是 @р 中 元 素 的 序列 vb za zz， … 的 极限 ， 又 因为 元 素 
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2 ДИ 1,22, pz 各 属于 一, 所 以 下 面 的 等 式 成 立 : 
© — 011 -- бриз | *** Г; 
ТЕ бр 十 Qu222 1-0 ии, Е 1, 2, +, 
这 里 一 切 系数 &; 和 а; 都 是 有 理 数 .因为 了 的 每 一 个 元 素 都 可 以 
写成 ва 的 形状 , 其 中 aEG，& 是 有 理 数 ， 所 以 这 个 元 素 乘 上 某 一 
数 р Но СИИ, 等 于 在 数 & 的 分 母 中 出 现 的 每 一 个 数 bp ВО), 就 
把 它 变 成 子 群 G5 的 一 个 元 素 ， 设 m 是 这 一 个 数 ， 它 使 得 р"ш, 
р", ***, р”и, ЖРО, НХ, +, Тк» УШЫ РС 
а Щ, 数 wii 000, 86е, дъ р ЖИР а, 11,2, … nn。 于 
是 根据 ХІ, 存在 这 样 一 个 正 整 数 s, 使 得 
Ci QEPp R= 1 2 п, 
因为 % 一 ass 是 有 理 数 , 所 以 根据 ТҮ 得 
Qi — “Е”, 
因此 
《ai 一 Qi)20EC 
于 是 


п 
27-1. У) (а; —&.;) ЕС» 
= 1 


又 因为 2,6, Е 66, 

ЗАТТАР Р ЛАЖИ СВА, 即 只 把 己 看 成 域外 
上 一 个 % 维 癌 量 空间 , 证 明 以 下 定理 : 

群 忆 的 每 一 个 全 有 书 上 % 个 线性 无 关 љаве ТЕН 都 可 
以 分 解 成 直 和 

Н = Зо о НЗ, 

КФЖ 1,0 < п, 只 依赖 于 群 末 本 身 ， 

首先 假设 子 群 是 不 仿 串 上 任何 非 索 子 空间， 投 45 и», 566, и, 
定 豆 中 任意 一 组 在 再 上 线性 无 关 的 元 素 ， 记 
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Ш у= WU 
Ни, А РЮО Ш, 4,…, Ur 并且 容许 p 进 整 
数 作 乘 法 的 最 小 子 群 ， 注意 豆 o 三 豆 ， 事 实 上 , 对 于 任意 有 理 整 数 
k ИН ЕЖЕ <, лк pz АРН, Ш 1, 任 意 2 进 整数 都 是 
有 理 整 数 序列 的 2 进 极限 ， 又 因为 子 群 吾 是 闭 的 ， 所 以 元 素 z 与 
任意 2 进 整 数 的 乘积 也 属于 Н, 
现在 令 Н. 表示 由 和 群 忆 的 一 切 这 样 的 元 素 所 组 成 的 子 群 ， 这 
озер" 倍 属 于 豆 o， 又 令 
Hn= Н„ ПН, т=о0, 1 2 
于 是 Не Н, СН ис. , 并且 这 个 递增 厅 列 的 并 集 与 鼠 重 合 . 
事实 上 , 了 的 任意 元 素 可 以 写成 元 素 册 ,42，…, Ur 的 以 了 进 数 为 夭 
数 的 线性 组 合 , 然而 根据 ХТ, НЕ РЕГ Е р ВО 
个 宕 使 成 为 卫 进 整数 。 
假设 可 以 选 出 无 限 序列 
Н,СН, СНС. СН С + 
其 中 每 一 个 子 群 Hn АЕР Нь 1. РАЕН. 里 可 以 找 到 这 样 
СЗ х,о, к, 使 得 pg РЕН, ААА ГН... 
因为 由 ІХ, РА Но 是 紧 的 ,所 以 在 这 个 序列 里 可 以 选 出 一 个 地 序 
|, СГ Но 的 某 一 元 对 +。 于 是 根据 Xi, 对 于 任意 s，s=1， 
2 可 以 找到 这 样 一 个 元 素 ie， 其 中 (5) >, 并且 
тїр Нь, 
因为 用 2 “去 乘 空 间 P 卫 的 元 素 是 有 意义 的 , 由 此 得 
р 2 一 D Ys ЄН, (2) 
由 于 pr SHn,c) -yy 市 ls<ti(s) mo), ВД р 2,06 
Ho, 由 (2) 得 x 隆 0.， ХНУ р Ycs)EH, 再 由 (2) 得 7p ЄН, хл 
结论 对 于 所 有 的 s 禹 成 并， 叉 因 为 前 面 已 经 证 明了 卫 的 元 素 与 任 
意 ? 进 整 数 的 乘积 仍 属于 五 , 所 以 如 含有 子 群 第 z， 这 个 子 群 不 等 
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Т2, НН 9 的 数 作 乘法 ， 这 与 对 于 子 群 女 所 作 的 假设 相 
Ж. 

АЕН ГЕТЕ НУ т, 使 得 

Н»=Ни. =... =Н, 
由 此 得 НосНСН,. В Н, мы, 它 是 环 所 上 一 个 秩 为 % 的 
目 由 模 . 这 对 于 五 "也 是 对 的 可 以 取 р "и, р "и, 0, р "и, 
作为 基 ， 于 是 ， 根据 X， 可 以 把 § 22а ААУ НЕЯ ТЯ 5 Е. 
ГИ, РАЕН Ве $ .上 一 个 秩 为 ?的 自由 模 , 即 
Н= NV 30» +. SO, 

在 这 一 情形 ,= 0, 

шалее В ЕЖУ, ДЖК ИИ. 
因为 卫 作 为 域 上 问 量 空间 ， 古 完全 可 约 的 一 一 域 的 加 法 群 作为 这 
个 域 寺 市 算 子 的 群 是 单 的 一 一 所 以 根据 8 61， 子 群 甩 是 书 的 一 个 
ВАД, Р=К-Г, 而 

К = Фо + фо ++. З9ь, Ё, 

я— и, РЕФ Ел НН. 55 D= НП 
п ЕЛЕ Ел, АБЛЕЗ, ЗЕ 
В.Р «м, АВ ЛЕС ЛЖИ. РЕЗНЯ 
ЛИ 7; ХТ, Вр 


站 =So 十， 十 So ， 

最 后 ;根据 $17, ПГ,Н=К-+рО. ХСН. 
同时 我 们 还 看 到 , ЕНН В 的 极 大 容许 子 群 ( 在 人 第 上 ) 的 
秩 , ВАХ НЕНЫ А Вт ЕХЕ. 

这 个 定理 可 以 应 用 到 群 G。 上 ， 对 于 这 一 情形 , НР 
的 数 记 ,归根 到 后 十 由 原来 的 群 G 唯一 确定 的 ， 即 是 这 个 群 的 一 
个 不 变量 ， 我 们 把 ЛИ ЕС № 2-х, ЈЕВ Е, 来 表示 ， 
0 过 bp 亿 Rh， 基 次 ,根据 上 面 的 定理 ， 在 子 群 Ce 中 所 选取 的 任意 一 
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组 元 素 

Dlg 9 人 1 (3) 
都 在 № 上 线性 无 关 , 因而 是 群 已 中 元 素 ( 在 再 上) 的 一 个 极 大 线性 
无 关 组 ， 另 一 方面 ， 群 环 的 任意 一 个 (在 关上 ) 极 大 线性 无 关 元 率 
组 

Uis Мо, ++, Ил (4) 

ЗЕЕ РАНЕ ОЕ Ф 上) 极 大 线性 无 关 组 ， 由 此 推出 ， (ЗИ 
《4) 中 每 一 组 的 元 素 郡 可 以 由 另 (ТЕ В 上 ) 线 性 表示 ; 
此 


п 
一 > 0:303; 1—1, 2, •, п, 
ў = 1 


这 里 所 有 的 系数 %ij Е р, НАТИ а 150. 

这 样 ， 对 于 群 G， 有 一 个 元 素 是 六 进 数 的 如 阶 非 退 化 方 阵 4p 
一 (ai 与 它 对 应 ， 然 而 方 阵 Ар 依赖 于 组 (3) 和 (4) 级 选取 ， 所 以 
我 们 应 该 型 清楚 , 当 这 两 个 组 改变 时 , АН А, 如 何 改 变 ， 

这 组 (3) 和 (4) 分 别 变 成 


| F ‚ / 
г, .. Ор ру Окр+1у ‘ә Од (3 ) 


和 
И, 0,0, (4 ) 
Нл 01, +00, 在 子 寿 Co 里 与 组 (3) 的 元 素 ww， oz 扮演 
看 同样 的 角色 .组 (4) 和 (4 ДЕЕР ОВУЛ РЕС ЭСН, ИМ 
它们 在 域 江 上 可 以 相互 线性 表示 .， 设 (4 ) 通 过 符 阵 吾 有 由 (4) 表 示 ; 
| (и) = В(и)?. 
B 是 一 个 有 理 系 数 的 %w 阶 非 退 化 方 阵 ， 并 且 每 一 个 这 样 的 方 阵 都 
把 组 (4) 变 成 基 一 个 组 (4 )， 
与 此 相应 , 我 们 有 


1) (DD) 和 (Cw) 是 组 (4) 与 (4) 排 成 纵 列 的 简写 。 


ee rp Ht He A ар те 
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. (9)= Cp(v ). 
方 阵 Ср 给 出 群 
бро" Фо о „Е 
1 Е д К р* № 


的 一 个 自 同 构 ， 在 这 个 自 同 构 之 下 , РЕК = фо НЕ, № 
映 成 自身 ， 因 此 Cp 有 形状 


о 
с,-( 站 (5) 


这 里 0 是 一 个 元 素 为 了 进 数 的 jio 阶 非 退化 方 阵 ,了 是 一 个 元 0) 
p 进 整数 的 12 一 kr 阶 方 阵 , 并 且 在 环 所 上 有 逆 方 阵 , 而 下 是 一 个 元 
素 为 p 进 数 的 矩阵 ， 反 之 ， 任 何 形 如 (5) 的 方 阵 都 给 出 群 6 的 一 
个 目 回 构 ， 即 使 得 组 (3) 变 成 某 一 个 组 (3 )， 所 有 形 如 (5) 的 方 阵 
对 于 乘法 作成 一 个 群 。 我 们 把 这 个 群 记 作 Typ(n,,). 
现在 可 以 给 出 组 (4 ) 还 过 组 (3 ) ЖЕ В А, 了， 事实 
上 ,由 (= 4,0) 
(и) =ВА»Ср(ь’), 
ВП А = ВАО», 
М р, УЕА Ба 对 应 ， 现 在 这 对 于 一 切 素 
数 , ИН. ТЕХ НЕЕ а [РЕНА РЯДЕ Г. ЮРЕ — 
Ж, РЖ ри» Роз pp Ра» 是 一 切 素 数 所 成 的 序列 , 那么 就 有 一 个 方 
阵 序列 
= (Ар, Ар,» ***, Ар ***) (6) 
与 群 G 对 应 , 3 Арес) р: МАЈ А п ЕВ ИЕ. 
序列 (6 ) 与 序列 
9 = (А, As,s +, Дъ ***) (7) 
说 古 等 价 的 ， 如 果 存 在 一 个 元 迷 是 有 理 数 的 % 阶 非 退 化 方 阵 B 和 


1) 以 下 说 到 方 阵 序列 总 是 指 形 如 (6) 的 序列 。 


$ 


миз 
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分 别 属 于 群 Tp,(n, А0 С, 使 得 对 二 每 一 个 1， 都 有 等 式 
Аъ = ВА». О}.. 

这 个 等 价 性 显然 是 自 反 的 , 对 称 的 和 传递 的 , 因而 从 以 上 的 证 明 得 
出 , 序列 (7) 与 群 G 对 应 , 必要 且 只 要 它 与 (6) 等 价 ， 这样, 群 G 叭 
一 地 确定 方 阵 序列 的 一 个 等 价 类 。 我 们 约 定 把 这 个 2А ТЕЕ 
(9) в. 

РНЕ АИ р) АЕ. 

жп, Т-К рж р-у УЯ Ж (90), 
构成 群 G 的 一 个 完全 不 变量 系 . 

СБС 具有 同一 秩 п, 对 于 每 一 个 素数 p， 具 有 辣 一 Zp 
ЖА Ёр, + В.С. = (8) 0 = (90). ХЫРЯЕ' УХ а Ша’ 
的 最 小 完备 群 ， 并 且 对 于 某 一 素数 p， 令 己 和 书 是 p 进 数 域 上 ? 
维 品 量 空间 ， 它 们 分 别 是 包含 了 和 天 的 最 小 向 量 空 间 ， 在 类 () 
里 选取 一 个 序列 技 , 在 这 个 序列 里 ， 对 应 于 数 bp 的 矩阵 是 4。， 于 
征 在 所 里 存在 这 样 一 组 线性 无 关 的 元 素 ш, но 8, ии, 而 对 于 群 Gp 
的 闭 包 , 有 这 样 一 个 直 分 解 

бо, + 二 vi 十 So 十 十 So ， 

使 得 组 ,4%w2,…, 4 通过 矩阵 Ар 由 组 wm, v2,…, on 来 表示 ， 在 群 
8 536, 里 ,相应 地 可 以 找到 元 素 组 ш, мо, 和 0,0, 0 
使 得 第 一 组 仍 是 通过 矩阵 А, 由 第 二 组 来 表示 

对 应 4 如，U2> 05 ш>, 导致 群 了 与 ИА СЯ 
上 ) 算 子 同 构 ， 这 个 同 构 唯一 地 开拓 为 群 P 与 P' 的 一 个 (在 再 上 ) 
算 子 同 构 . 多 亏 由 4,…, и, оу, о 的 过 渡 和 矩阵 同和 由 р 6, и, 
到 V1,…， vx 的 过 渡 算 阵 是 同一 个 ， 所 以 元 素 v; 在 这 个 间 构 之 下 
ВЕЕ В 7236 ©, =1 2 …，2， 即 子 群 Bo 被 同 构 地 上 映 成 子 群 6. 
АЛЕ Ц, 5 РОО, 被 同 构 地 映 成 交 Е’ Гб; АРА, ДЕН Е 
ЕР ЕР 的 同 构 映射 之 下 ， 子 群 G5 与 G5 相互 对应， 因为 根 


р тете re pi ! 
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据 方 阵 序列 И 的 定义 ， 元 素 组 Ш, ***, Ид 与 Uy Un 不 依赖 于 数 
р 的 选取 ， 所 以 上 述 事 实 对 于 一 切 2 者 成立， 这 样 ， 一 切 了 于 拜 Gp 
的 交 被 同 构 地 上 映 成 一 切 子 群 G5 的 交 , 即 G 与 G 同 构 . 
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前 一 节 所 建立 的 关于 有 限 秩序 扭 阿 贝尔 群 的 完全 不 变量 系 还 
不 能 认为 已 经 完成 了 对 这 -一 类 群 的 分 类 ， 事 实 上 ， 我 们 现在 还 没 
有 证 明 , 对 于 任意 给 定 的 一 组 不 变量 , 可 以 找到 一 个 群 ， 使 它 具 有 
所 给 的 这 组 不 变量 ， 这 还 是 不 能 证 明 的 ， 因 为 实际 上 对 应 于 上 述 
意义 下 所 写 出 的 群 的 矩阵 序列 还 具有 一 些 附加 性 质 ， 这 些 性 质 在 
上 一 节 里 没有 被 提 到 ?， 我 们 现在 就 来 讨论 这 些 性 质 . 

与 群 G 对 应 的 矩阵 序列 外 依赖 于 群 了 内 线性 无 关 组 ш, шо, 
…, Wn 的 选取 ， 这 一 组 元 素 可 以 取 自 群 G 本 身 ， 在 这 一 情形 ， 对 
于 所 有 的 2 ,它们 包含 在 0, 内 , 即 每 一 个 元 素 4i, i 二 1,2,…, п, Е 
元 素 1,…, 06, Оро о on 线性 表示 ， 其 中 元 素 1,…, on 的 系 
数 是 p 进 数 , 而 其 佘 元 素 的 系数 是 了 进 整 数 ， 换 句 话 说 , 这 时 算 阵 
As( 对 于 所 有 的 РЕ п В 列 的 元 素 都 是 pp 进 整数， 这样 的 矩 
阵 叫 做 典范 的 ?, 于 是 对 于 我 们 所 选取 的 元 素 组 ww,…, wn, 组 成 序 
列 的 所 有 矩阵 都 是 典范 的 ， 然 而 序列 И ВУ РЕЛИЗ 过 滤 到 
与 它 等 价 的 序列 时 不 被 保持 ， 容 易 看 出 , 尽管 一 个 典范 矩阵 А6 
ЗЕТЕ Г, (п, jz) 的 一 个 矩阵 С, 仍然 得 到 一 个 典范 矩阵 ， 但 是 一 
个 典范 矩阵 左 乘 以 一 个 有 理 系 数 的 非 退 化 矩阵 时 ， 一 般 说 来 已 
不 再 是 典范 矩阵 ， 然 而 应 该 注意 到 ， 在 矩阵 序列 的 等 价 性 的 定义 
里 出 现 的 矩阵 吾 对 于 所 有 的 了 来 说 都 是 同一 个 ， 同 时 在 这 个 矩阵 

1) 在 Derryfl] 里 也 没有 提 到 和 邱 阵 序列 的 这 个 附加 性 质 , 恰恰 是 关于 具有 给 定 不 


变量 的 群 的 存在 问题 在 那里 没有 被 芳 虚 。 
2) 我 们 看 到 , 典 郊 矩阵 的 定义 依赖 于 群 9 的 p- 秩 上 p。 
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的 元 素 的 分 母 里 , 只 出 现 有 限 个 素数 , 这 就 是 说 , 除 掉 有 限 个 数 外 ， 
对 于 所 有 的 р, ВНИИ ЖЕН: р 进 整数 的 矩阵 ， 这 时 乘 
积 B4， 仍 是 典范 矩阵 ， 这 样 , 我们 得 到 以 下 结果 : 

在 与 群 @ 对 应 的 类 (le ХЕНКЕЛ ИН, нЕ 
阵 ， 除去 有 限 个 外 ,都 是 典范 矩阵 . 

我 们 把 由 具有 这 个 定理 所 指出 的 性 质 的 矩阵 序列 所 组 成 的 类 
(HU) 叫做 典范 类 , 显然 , 远 不 是 所 有 的 类 都 是 典范 类 

5| 理 每 一 个 典范 类 (1 至 少 含 有 一 个 完全 由 典范 矩阵 所 组 
成 的 序列 . 

事实 上 , 设 刀 是 类 (11) 中 任意 一 个 序列 ， 而 А 是 这 个 序列 里 
АУЕ НЕ. ЖИ, РЕЖ р КХЛ р“, 使 得 矩 
ЕА, 通过 左 乘 以 一 个 纯 量 矩阵 p* 如 之 后 ， 后 n 一 by 列 的 元 素 都 
变 成 p 进 整数 , 即 矩 隆 Ар 变 成 典范 矩阵 ， 如 果 用 РЕ 从 左边 去 乘 
序列 И ВОН НЕЕ, 我 们 就 得 到 类 (10 里 一 个 序列 , 它 里 面 的 非典 
范 矩 阵 要 比 1 里 面 的 少 :， 因 上 矩阵 ре 去 乘 it 里面 的 每 一 个 典范 抵 
阵 А, 9 天 2, 并 不 破坏 它 的 典范 性 ， 应 用 上 述 方法 有 限 次 ,我们 就 
得 到 (10 里 一 个 序列 , 它 的 所 有 和 矩阵 都 是 典范 的 . 

现在 我 们 可 以 转 来 证 明 对 于 有 限 秩 无 扭 阿 贝尔 群 的 完全 描述 
的 定理 : 

给 定 了 了 一 个 自然 数 n, 对 于 每 一 素数 7p， 给 定 了 一 个 满足 条 件 
Ор МЕЖ Е, 以 及 与 这 些 数 相关 联 的 短 阵 序列 的 典范 
类 (1) )， 那 末 存 在 一 个 无 担 阿 贝尔 群 , 它 具 有 和 铁 了，D- 秩 有 并且 
双 类 《作为 与 它 对 应 的 和 矩阵 序列 类 ， 

为 了 证 明 , 根据 引 理 ,在 类 (1 里 可 以 选取 一 个 完全 由 典范 气 
阵 组 成 的 序列 tt， 再 取 一 个 秩 为 % ЗА Р, 


1) 回忆 在 典范 类 (vu) 的 定义 里 要 用 到 数 n 和 数 p。 


pi tt ае а nh 1.. 
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Е =Ru Е Жи, + 4 и, 
然后 固定 一 个 素数 р, ВЕЛ РЕ $ 1 п нЕ 
НР, 
Р= фи, + Зи, -- + -фи,, 
在 空间 P 里 选取 元 素 组 21,…,24, 0, пз ОЧИ В 
矩阵 А, ВАЕ, 由 U4…, ws 表示 ， 令 
Ир = Фо + Фо, рь 0 

ВА 2,= ЕПУ, 并 且 把 所 有 子 群 Dp 的 交 (2 805 — 0) 0) ИЕ 
а. 

群 G 就 是 所 求 的 . 

事实 上 , НЯ Ар 的 典范 性 可 知 , СИИ, **°, и, 属于 子 群 了 w 
从 而 属 干 2. 又 根据 序列 1 的 取 法 , 这 一 个 事实 对 一 切 都 成 立 ， 
所 以 元 素 ш, +", и, 属于 子 群 G， 这 就 证 明了 , 群 G 具有 秩 n， 从 
ШРС. 

УТ, 是 子 群 Do &РАШИ@, Е, 元素 组 v1 00,0, 
д: РСЕ $ 上) 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 即 

Р= о. Ж%,. 

НЕЕ $ АИИ, ГАУ, ТЕ Рр), 从 而 含有 子 群 
Do Н В. 95—270, а У, 的 任意 元 素 ， 那 末 因 为 子 
了 的 闭 包 等 于 РО, ИТЕ РЕТЕЛ ЈЕ] zy za "У аъ 
ВЗК Г я. 8 ХТ, ЕЛЕ Вст, 1924 т 时 ， 

2 一 2GY po， 

№ х,СУ,, Их, СО». ИЕН Г, РЕД, БУ, 重合 . | 

为 了 完成 定理 的 证 明 , 只 剩 下 证 明 , 对 于 一 切 р, 等 式 яа 
Пр 成 立 ， 


1) 这 个 事实 由 开 得 出 。 
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事实 上 , н йс Н, ЕЕ (Єр, а, у adEVy; ХИ 
为 ЕР, 所 以 ЄР», 即 溢 Do 一 访 ， 因 此 对 于 一 切 素数 р, НН 
并 GESDo。， 男 一 方面 , 设 z 是 Dg 的 任意 一 个 元 素 ， 存在 C 的 一 


个 元 素 а 和 一 个 正 整数 m, 使 得 ?= 一 4， 如 果 тер, (тр) = 


1, жа а=0 В ЖЕН СЯ, р 266. Д а>0, ЖЖ 
虑 元 素 


тл] 
ў = т 2 = 一作 


对 于 一 切 异 于 2 的 素数 9， =, 从 而 元 素 y 属于 D,， 元 素 9= 
m'z 同时 也 属于 2, 060. 0,69, 所 以 


2= 1,4616, 
Вр RDG=D, 

我 们 来 指出 所 得 到 的 关于 有 限 秩 无 扭 阿 贝尔 群 的 分 类 的 一 些 
应 用 ， 我 们 知道 ， 直 和 的 秩 等 于 直 被 加 项 的 秩 的 和 ， 利 用 2- 秩 的 
定义 容易 证 明 , 上 面 这 个 事实 对 于 p- 秩 来 说 也 成 立 ， 其 次 ， 如 果 
我 们 考虑 秩 为 1 的 群 G， 那 末 它 的 9- 秩 等 于 零 或 1， 在 $30 里 已 
经 知道 , 这 个 群 可 以 由 等 价 的 特征 

| Q 一 (Qi бо, ***, и, ***) 

所 组 成 的 特征 类 给 出 , 这 里 每 一 个 =c(2i) 或 者 是 零 ， 或 者 是 一 
个 正 整数 , 或 者 是 符号 со, 并 且 对 应 于 &(7;) 一 co 的 那些 素数 р, 
依赖 于 特征 & 在 这 个 类 里 的 选取 ， 当 且 仅 当 a(p) = 二 coO 时 ,对 于 这 
Ни D, 群 G 才 有 7- 秩 1， 事实 上 ， 令 SG= P， 这 里 党 是 了 7 进 数 
\ Ма) = о, МАС 的 任意 元 素 a МЕЖ тж 
说 , УЕ раж С НЯ, АЛИЯ, =а, Ў, 是 p 进 分 数 


рать ное, БАЗАМИ ИНЬ ЕНИ А 8 ЛИН ИНЕТ НЕА ВМ НЧЫ еъ ог рос, 


„= 
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环 ， 现 在 由 III 得 出 , ТОРА Р, 从 而 ,二 


1， 如 采 а(р) оо, ЖЕ С 里 可 以 取 到 这 样 的 元 素 4 ,使 得 与 它 
对 应 的 特征 w 有 (р) 二 0、 这 时 根据 IV， 
рол аса, 

从 而 = 0. 

№ Е--БетЕВ В 9] 50, 给 定 了 秩 ， 同 时 对 于 一 : 切 р, 给 
1 р-да, ЈЕДЕ ЗАВЕДУ А) 1 НУ ЕКВ, ПВН — 

其 有 所 给 НОРКА 2- 秩 的 无 扭 群 ， 是 不 是 所 有 的 有 有限 秩 无 扭 阿 
Ва 1 的 群 的 直 和 ?如 果 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 , 那 
未 上 面 所 给 出 的 分 类 里 面 有 很 多 情况 将 失去 意义 ， 然 而 实际 上 ， 
正如 同 下 面 更 为 一 般 的 关于 不 能 分 解 成 子 群 直 和 的 群 的 存在 问题 
的 定理 所 指出 的 那样 ， 这 个 辣 题 没有 肯定 的 答案 (参看 LeviLlj， 
Понтрягин[ 1 |, Курош| 6 |; 2% $ 32): 

ТЕЖЕ, РАЯ ВЬЯЕНЫЛЯЩЯ, ЕЛУ 
成 直 和 ， 

证 设 一 个 秩 为 % 的 无 扭 阿 贝 尔 群 G 对 某 一 素数 2 来 说 ， 有 
2- 秩 п—1, ХФ НТС КАШУ С=С, БС, ЖЕ 
加 项 分 别 有 秩 п, 和 по, п, по = п, ЗАННИ ЛО, 比如 说 ， 


С, № р РЕНИ Nh1， 而 被 加 项 Cs 的 92- 秩 等 于 20 一 I， 在 前 


一 二 里 ,用 以 作出 关于 群 G 的 矩阵 45 的 元 素 组 (3) 和 (4) 现 在 可 以 
2 РА С. 和 Со 的 相应 的 元 素 组 拼接 起 来 而 得 到 ， 这 时 算 阵 4p 


有 形状 
四 ) 
А= 
ом 


1) 用 我 人 所 建立 的 关于 性 意 有 限 秩 的 群 的 不 变量 的 语言 对 8 30 所 给 出 的 秩 为 1 
的 群 完全 分 类 , 留 给 读者 去 完成 。 
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这 里 到 和 Е т, И л 阶 方 洗 ， 我 们 可 以 认为 矩阵 А, 是 
典范 的 , ПАНЕЛ 的 了 最 后 一 列 生 由 卫 进 整数 所 组 成 ， 我 们 知道 ,在 
男 外 选取 元 索 纪 (3) 和 (4) 时 与 6 相对 应 НЕВЕ А, 有 形状 А = 
ВАС, 这 里 妃 走 一 个 元 素 古 有 理 数 的 2 ИЧЕК Е, т Co 是 
Гоп, п—-1) И ЕВЕ, НИС 的 最 后 一 列 里 ， 除 最 后 一 
个 元 素 是 一 个 不 等 于 零 的 了 2 进 整数 外 , 其它 所 有 元 素 部 等 于 零 . 因 
此 ,矩阵 АС, 有 形状 


4,с,=( 6 т), 

8 5 Н пт, п 1 列 的 以 Dp 进 数 为 元 素 的 和 矩阵， 而 人 是 
一 个 有 п. 行 一 列 的 以 2 进 整 数 为 元 素 的 和 矩阵， 其 次 , 如 果 令 В’ 
Н ВАЈБ п 列 所 构成 的 矩阵 , УВ НЕЕ ВАС, 的 最 后 一 列 等 于 
ля BT， 因 此， 这 一 列 的 元 素 是 关于 也 的 元 素 的 有 理 系 数 的 线 
性 型 , 因为 ns。<<n, 所 以 在 有 理 数 域 只 上 线性 相关 . 

域 噶 是 可 数 的 ,由 VIII， 环 所 有 连续 绕 的 势 ， 因 此 可 以 作出 
ХВЕ А р 7С) п ИЕ НЕЕ А, 它 的 最 后 一 列 由 在 有 理 
数 域 界 上 线性 相关 的 尹 进 整数 所 组 成 . 令 如 二 ww 一 1, 并 且 对 于 一 切 
04 兴 ?随意 给 定 9- 秩 (От), 和 相应 的 典范 矩阵 4,, 如 园 本 
市 中 所 证 明 的 那样 ,定义 一 个 秩 为 4 的 无 扭 阿 贝尔 群 а, ВЕНЕ 
一 段 所 作 的 说 明 可 知 , 这 个 群 不 能 分 解 成 直 和 ， 


TO а 


名 词 索引 


Ш 
| 


ФЯ подкольцо 
ФЕ подгруппа 
不 变 ~ инвариантная ~ 
正则 一 регулярная ~ 
正规 和 ~ нормальный делитель 
п] 5 -~- достияжимая 和 ~ 
УЕ вполпая характеристическая ~ 
[3] ЧА равнотипнье подгруппы 
564%“ совершенная ~ 
#6 ^- Базисная 和 ~ 
#{~^- сервантная ~~ 
单位 ~ единичная ~» 
真人 истинная 和 ~ 
容许 ~ допустимая ~ 
#Р1Е-- характеристическая ~ 
等 ~ нульвая ~ 
第 二 换 位 ~ второй коммутант 
#6 {у ~- коммутант 
{А ~ циклическая ~ 
了 大 周期 ~ максимальная периодическая подгруппа 
1 полмодуль 


下 中 心 链 нижняя центральная цепь 


л а 


中 у центр 


#124 централизатор 


节 号 


116 


о т о 


11 
11 
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722525 нить 7 
ВЫ 09 8522 элемент Бесконечной высоты 24 
不 变量 инвариант 20 
不 变 子 集 HHBapHaHTHoe подмножесто 11 
ЖЯ 3 инвариантный элемент 11 
不 谈 升 链 возрастающая инвариантная цепь 16 
МАХ № Е убывающая 一 一 16 
分 支 компонента 17 
分 枝 的 ( 阿 贝 尔 群 ) расщепляеная (абелевая группа) 29 
内 自 同 构 внутренний автоморфизм 12 
ХХ 08 двусторонный идеал 116 
双 横 分 解 разложение по группы по двойной модулю 8 
长 度 ( 正 规 群 列 的 全 ) длина 6, 16, 18 

(у) 18 

五 ы 

半 群 группоид 1 
加 和 群 аддитивная группа 
№ уплотнение 16 
生成 порождёние 6 
生成 元 образующий элемент 6 
А: Ж система образующих 6 
正则 分 解 правильное разбиение 2, 10 
正规 化 子 нормализатор 11 
ЈЕНЕ возрастающая нормальная цепь 16 
ЈЕНЕ убывающая 一 一 16 
正规 群 列 нормарьный ряд 16 
代表 元 представитель 8 
代数 运算 алгебраическая операция 1 
主 群 列 главный ряд 16 
Ж В последный индекс 19 
末 项 系数 последный коэффицент 19 


ee me tt a get НДА: сс: tet: tt TE НТН Ст: 
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я] 47) сепарабельное 

ЎР п [5] © сравнение по модулю # 
ЕН-- левый делитель 

左 理想 левосторонный идеал 

Еж левостороный смежный класс 


1:12)  левостороное разложение 


Жа КАН левой найбольщий делитель 


жЕ правый делитель 
右 理 想 правосторонный идеал 
ЕЕ правосторонный смежый класе 


#1127 правосторонное разложение 


жас ^А МГ правый наибольщий делитель 


外 目 同 构 внеший автоморфизм 


ч м 
全 形 голоморф 
全 因子 полный делитель 
全 不 变量 系 полная система инвариантов 
|] А конгруэнция 
同 态 гомоморфизм 
辣 构 изоморфизм 
闻 构 定理 теорема об изоморфизме 
| УЕ равнотипныс элементы 


|а] РЕЖ класс равнотипых подгрупу 
因子 (正规 群 列 的 ) фактор 

字 СЛОВО 

关系 соотношение 

合成 因子 композиционный фактор 
合成 长 度 композиционная длина 
АСЯ] композиционный ряд 


ЗЕ сопряжение 


ЖЖ класс сопряженных элементов 
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#68 АЕ класс сопряженных подгрунп 
自由 生成 系 система свободных оброзуюших 
自由 阿 贝尔 群 свободная абелевая группа 
А 8 Х эндоморфизм 

Н А] 0] азтоморфизм 

自 同 构 群 ”rpynna автоморфизмов 

自然 同 态 естественный гомоморфизм 
ў расширение 

1422 противоположный элемент 

传递 类 система транзитивности 

Й замыкание 

5 замкнутое подмножество 

有 有限 不 变量 конечный инвариант 


有 限 高 度 元 素 элемент конечной высоты 


七 а 


3: база 
№ порядок 
Сум элемента 
ВЕНУ группы 
运动 движения 
5 Е оператор 
运算 子 区 область операторов 
5 > Е полный прообраз 
完全 直 积 полное прямое произведение 
5244 А полная система 


扭 系数 коэффицент кручения 


Л 


[| 


和 сумма 
Э кольцо 


"7 " Даны tt " 
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2116 
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交换 ~ коммутативное ~ 
带 零 因子 的 ~ ~ с делителями нуля 
№^— фактор-кольцо 
2 进 整 数 ~ 和 ~ целых р-адических чисеп 
23 пустое слово 
НЯ прямая сумма 
直 积 прямое произведение 
直 因 子 прямой множитель 
定义 关系 опрэделяющое соотношение 
周期 部 分 периодическая часть 
奇 置换 нечётная подстановка 
3% мощность 
вул. единица 
ЖЕ нижный слой 
典范 写法 (2- 进 整数 的 ) каноническая запись 
ЕН тождественный автоморфизм 


л Е 
型 тип 
ШСЗ обратный элемент 
5.9 обратная операция 
指数 индекс 
变形 трансформирование 


Вун ЖЖ неприводимая система образующих 
ВЕЈК редуцированная абелевая группа 


带 运 算 子 同 态 операторный гомоморфизм 
恰 运 算 子 同 构 операторный изоморфизм 
相互 换 位 子 群 ”B3auMbIe коммутанты 


十 画 | 
ҖЕ высота 


特征 характеристика 


116 
116 
116 


32а 


27,30 


< < © © 


23 
15 
15 
14 


24 
30 
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特征 列 характеристический ряд 

秩 ранг 

{222 кратный элемент 

核 ядро 

Ва четная подстановка 

58 ЕУ] возрастающая последовательность подгрупп 
递 降 子 群 列 убывающая последовательность подгрупп 
М ДЕ примарная абелевая группа 


+ - 8 
2° нуль 

零 因子 делитель нуля 

22 РААН нулевый идеал 

$ НН нулевый эндоморфизм 

理想 идеал 

425 Фактор-множество 

商 群 дактор-группа 


接续 продолжение 


Е степень 
循环 (置换 ) цикл 
省 位 元 коммутатор 


ИЕ цепь коммутантов 


十 


| 
[8] 


+ группа 
СЕН Сл ~ без чентра 
无 扭 ~ ~ без кручения 
Эс бесконечная 下 


加 入。 аддитивная ~ 


14 
14 
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可 数 ~ счётная ~ 
ХФК  симметрическая ~м 
本 原 ~ примитивная 个 
四 元 到 下 ~ кватернионов 
立方 体 的 旋转 人 人 вращение куба 
交换 ~ коммутативная ~ 
交错 一 ”3sHarkofiepeMeHHag ~ 
Ж ~ конечная ~ 
Н Н ~ свободная ~ 
В) ^ автоморфизмов 
{38 ~- транзитивная 和 ~ 
亚 阿 贝尔 метабелевая — 
ЧУН  квазициклическая 个 
МИФ абелевая ~ 
完全 一 совершенная 全 
и; вполная разложимая ww 
完备 forHayg 全 
极限 人 предельная ~ 
НЫ периодическая ~ 
йар простая ~ 
ЕЖ ~ импримитивная ~ 
АЕ ~ интранзитивная ~ 
变换 ~ 和 ~ преобразований 
带 运算 子 的 和 下 с операторами 
圆周 旋转 ~ 一 вращений окружности 
#— фактор-группа 
混合 人 смешанная ~ 
置换 ~ ~ подстановок 
整数 加 一 аддитивная ^ целых 
Hamilton~ гамильтонова ~ 


入 -融和 е типа р 
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十 可 
模 модуль 22 
缩减 сокращение 48 
т 五 画 
紧 的 компактное 92а 
其 Е 
Cayley & Таблица Кэли 18 
Dyck 定理 Теорема Дика 
(7а1015 理论 Теория Галуа 9 
Jordan-Holder 定理 Теорема Жордана-Гёльдера 16 
Lagrange 定理 Теорема Лагранжа 8 
2- 秩 р-ранг 32a 
р ЕЕ р-адическая норма 32а 
р 进 数 域 поле р-адических чисел 32а 
р челое р-адическое число 32а 
Роіпсагё 定理 Теорема Пуанкаре 8 
Schreier = ЯЯ Теорема Шрейера 16 
Teichmiiller 理论 Теория Тейхмюллера 22а 
Ulm 因子 Ульмовский фактор 27 
Zassenhaus 引 理 Лемма Цасенхауза 10 
-变换 а-преобразование 4 
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阿 贝尔 群 


= УЖ 


群 的 定义 

1. ”代数 运算 

2. М: 同 态 

3. 和 群 

За. Baer 和 Levi 的 公理 体系 
4. Я: 


л 
Е 


子 群 
生成 系 : 
В ЕРУ! 


循环 群 


当 
中 
1 #8 


一 个 群 按 其 子 群 的 分 解 
正规 子 群 
正规 子 群 与 同 态 及 丙 群 的 天 系 
НЕ СЕ Не 
置换 群 
， 环 论 基本 概念 
司 仿 与 自 同 构 : 市 运算 子 的 群 
2. 自 同 态 与 自 同 构 
3. №. 完全 群 
4 . ”特征 子 群 与 全 特征 子 群 
5 市 运算 子 的 群 
Е: 定义 关系 
6 正规 群 列 与 合成 群 列 
т. аж 
8 自由 群 . 定义 关系 


о в. 


рео: иннин раа. Ваа 


阿 贝尔 群 理论 基础 

19. 阿 贝 尔 群 的 秩 : 自由 阿 贝 尔 群 
20. 上 县 有 限 多 个 生成 元 的 阿 贝 尔 群 
21. 阿 贝 尔 群 的 目 同 态 环 

22. 市 算 子 的 阿 贝尔 群 

22а. Teichmuller 的 理论 
Жж ПКА 55600] 17+ 

3 . 完备 阿 贝 尔 群 

4 循环 群 的 下 和 

5 纯 子 群 

6 МЕ = лок НУ ЕЕ 

7 ОГ т: 存在 定理 

8 


2 
2 
2 
2 
2 
2 ОГ тх 


НЕ 


ЕЈ УАФ 
阿 贝 尔 群 
秩 是 1 №. 无 氢 群 元 素 的 型 


29. 

扭 

0. 

а 完全 分 解 群 
2. 

2 

2 

2 


无 


无 投 阿 贝尔 群 的 其 他 一 些 类 
a р 进 数 域 
б. Е 
В. ”前 节 结 果 的 补充 和 应 用 


